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Abstrakt

Tento text si klade za cil seznamit ¢tenafe s vybranymi partiemi soucasné fyziky. Prvni ¢ast pojednava
scénarich jeho dalsiho vyvoje. Sezndmeni se zakladnimi principi by mélo ¢tenafe pfipravit a motivovat
ke studiu dalsi odborné literatury. Druhé oblast se tyka kvantového zpracovani informace. Dozvime
se tam o tom, pro¢ nas velmi zajima moznost sestrojeni kvantového pocitace, jak by takovy pocitac
pracoval a k ¢emu by mohl byt uzite¢ny, co to je kvantova kryptografie a teleportace kvantovych stavi.
Nas text v zadném pripadé nepokryva zvolena témata vycerpavajicim zpiisobem, mél by spise slouzit k
zakladni orientaci a motivovat k hlubsimu studiu problémi, jimz se ostatni fyzikalni kurzy na P¥F UP
vénuji jen okrajové nebo viibec. Od ¢tenafe — studenta predpokladame zakladni znalost diferencidlniho
i integralniho poctu a fyzikalnich pojmt na trovni zédkladniho kurzu fyziky na PTF UP a téz zakladni
znalosti z kvantové teorie. Na nékolika mistech se odvolavame teorii relativity a na statistickou fyziku;
znalost téchto disciplin popf. jejich matematického aparatu je pro ¢tenare bezesporu vyhodou.

Cilova skupina

Text je primarné urcen jako doplnék k volitelnému predmétu ,,Vybrané kapitoly z fyziky“ pro 5. ro¢nik
ucitelstvi vSeobecné vzdélavacich predmét kombinaci, pro néz je fyzika jednim z aprobacnich pfedméti.
Doufame, Ze by mohl oslovit i ostatni zdjemce o fyziku at uz z fad studenti UP ¢i vefejnosti.
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Kapitola 1

Friedmannovy kosmologické modely

Studijni cile: V této kapitole odvodime zékladni rovnice popisujici rozpinani (i p¥i-
padné smrstovani) vesmiru. UkéaZzeme si vliv zékladnich kosmologickych parametri
na mozny budouci osud vesmiru, budeme diskutovat jejich méteni i nejpravdépo-
dobnéjsi hodnoty.

Kli¢ova slova: Friedmannova rovnice, Hubbletv a decelerac¢ni parametr, hustotni
parametr, kosmologicka konstanta A, Hubbleovy diagramy, inflace.

Potfebny cas: 300 minut.

Otazky spojené s existenci, vlastnostmi naseho vesmiru i s postavenim c¢lovéka
v ném se vzdy promitaly do zakladu lidské kultury, nabozenskych a filozofickych
smérd. Od dob Galileovych a Newtonovych se rozviji kosmologické teorie vychézejici
z fundamentalnich fyzikalnich zakont, jez kladou diraz jak na presné vypocty a
predpovédi, tak predevsim na konfrontaci se stale se zpfesiujicimi pozorovanimi.
V tomto smyslu je fyzikalni kosmologie védeckou, tj. vyvratitelnou teorii, v niz jsou
nase predstavy a modely neustale korigovany, aby bylo dosazeno stéale vétsi a lepsi
shody s tim, co v nasem vesmiru pozorujeme.

Pruvodce studiem

Nase chapani vesmiru a jeho vyvoje s neustale vyviji, jak po strance teo-
retické, tak ziskavanim a zpracovanim stale presnéjsich experimentalnich dat.
V moderni kosmologii se doslova a do pismene uplatiuje cela fyzika — od fyziky
mikrosvéta a kvantové teorie pole az po teorii relativity. Zde se budeme zabyvat
pouze zaklady relativistické kosmologie, zékladnimi pozorovanymi vlastnostmi
vesmiru a z nich vyplyvajicimi nejjednodussimi modely. Otazky tykajici se ra-
ného a velmi raného vesmiru v prvnich minutach po velkém tresku, inflacni
teorie a problematiky formovani struktur najde ¢tenai v podrobnéjsich mono-
grafiich, napt. [1.17, 1.23, 1.27, 1.30, 1.32].




Obr. 1.1: Galaxie v souhvézdi Andromedy zndma pod oznacenim z katalogu francouz-
ského astronoma Charlese Messiera (1730-1817) jako M31, v NGC katalogu J.L.E. Dreyera
(1852-1926) je uvedena pod ¢islem NGC224 (oba katalogy jsou dnes k dispozici na
internetovych adresach http://www.seds.org/messier/ resp. http://www.seds.org/
~spider/ngc/ngc.html). Jedna se o superobii spirdlni galaxii typu Sb ve vzdalenosti
vice jak 2-10%1y, spolu s nasi Galaxii je nejvétsi v nasi mistni skupiné. Na obrazku vi-
dime také dvé satelitni trpasli¢i eliptické galaxie NGC 205 a NGC221 (M32). Galaxie
M31 piedstavuje zvétsenou obdobu nasi vlastni Galaxie s hmotnosti okolo 3-10° M. Do
mistni skupiny Galaxii pat¥i celkem asi 30 galaxii, z nichz nejzndméjsi jsou satelity nasi
MIlééné drahy — nepravidelné galaxie Velké a Malé Magellanovo mrac¢no (LMC neboli Large
Magellanic Cloud a SMC neboli Small Magellanic Cloud). Galaxie v mistni skupiné tvoii
gravitacné vazany systém a diky tomu se od sebe nevzdaluji v dusledku rozpinani vesmiru
(viz ¢éast 1.5), naopak lze predpokladat, ze ve velmi vzdalené budoucnosti mize dojit ke
srazkam napi. nasi Galaxie a M31.

1.1 Zakladni vychodiska a principy relativistické
kosmologie

V tomto textu se budeme zabyvat spoleénymi zdklady modernich kosmologickych
teorii, které mtizeme shrnout oznacenim standardni kosmologicky model. Vychazi ze
dvou zakladnich principt, zobecnéného Kopernikova principu a principu uniformity.
Jadro prvniho tvori tvrzeni, Ze se nenalézame ve stfedu vesmiru ani v jeho vyznac-
ném bodé. V historickém kontextu jde o velmi dulezity myslenkovy zlom, nebot ve
staroveku i stredovéku byla pravé Zemé povazovana za stred vSsehomira, okolo néhoz
obihala vSechna ostatni télesa. Prilom pfedstavoval heliocentricky model slunec¢ni
soustavy Mikolase Kopernika z r. 1543, jenz zbavil Zemi ,vysadniho“ postaveni.

Mikolds Kopernik
(1473-1543)


http://www.seds.org/messier/
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Dnes vime, ze z kosmologického hlediska neni vyznacné ani nase Galaxie nebo kupa
galaxii, dokonce i hmota, z niz jsou slozena nase téla predstavuje pouze malou ¢ast
v porovnani s prevazujicim typem hmoty ve vesmiru.

,Princip uniformity* nebo také ,princip homogenity a izotropie“ tvrdi, Ze vesmir
je ve velkych méritkach homogenni a izotropni, tj. stejny ve vSech mistech a ve vSech
smérech. Je ziejmé, ze napt. v méfitkach nasi sluneéni soustavy, popft. nasi Galaxie
uvedeny princip neplati; ve Slunci popi. v jadru Galaxie je soustiedéno mnohem
vice hmoty nez na okraji. Homogenita a izotropie se projevuje az na velkych skalach
o rozmérech iadové 103 Mpc, jak o tom svédéi vysledky fady pozorovani (viz obr. 1.2—
1.4)

O vlastnostech vesmiru vypovidaji i zdanlivé trivialni otazky; prikladem mtze
byt tzv. Olbersuv paradozr. Otazka ,Jak to, ze je no¢ni obloha temna?“ byla poprvé
zformulovana Keplerem v roce 1610, diskutovana Halleym a Cheseauxem v 18. sto-
leti a zpopularizovana némeckym lékafem a astronomem Heinrichem Wilhelmem
Matthiusem Olbersem (objevitelem planetek Pallas a Vesta i komety 13P/Olbers)
v r. 1826. Vyznam otazky vynikne k kontextu dobovych filozofickych predstav, uzi-
tecné je i srovnani s odpovédi, které dava soucasné kosmologie. Pokud by vesmir byl
nekonecny a obsahoval nekonec¢né mnozstvi rovnomérné rozmisténych hvézd, pak
by no¢ni obloha méla byt stejné jasna jako povrch Slunce. Zjednodusené feceno,
v kazdém misté oblohy bychom nalezli svitici hvézdu.?

Moznéa feseni paradoxu jsou nasledujici:

mezihvézdny prach ndm brani vidét vzdalené hvezdy;

vesmir obsahuje pouze kone¢ny pocet hvézd;

hvézdy nejsou rozmistény rovnomérné

vesmir se rozpind, svétlo od nejvzdalenéjsich hvézd ma takovy rudy posuv, zZe je
mimo oblast viditelného svétla;

5. vesmir ma konecné stari, svétlo od nejvzdalenéjsich objektti k nam jesté nedora-
zilo.

=N =

7 hlediska moderni kosmologie se nejvyznamnéji se uplatnuje pravé posledni
moznost — vesmir existuje pouze konec¢nou dobu, podle nejnovéjsich odhadi asi
(13,7 £ 0,2) miliard svételnych let [1.5].

Shrnuti

Vesmir je ve velkych méritkdch homogenni a izotropni; svéd¢i o tom rozbory kos-
mického mikrovinného zareni a statistické sledovani rozmisténi galaxii v ném. Nejen
z Olbersova paradoxu vyplyva, Ze vesmir netrva ,odjakziva“, ale pouze kone¢nou

dobu.

I P¥esnéjsi formulace vychézi s poznatku, Ze svételny tok od vzdéalengch zdroju klesa se ¢tvercem
jejich vzdalenosti od nas 7, tj. s 1/72, ale objem kulové vrstvy, v niZ se hvézdy nachézeji je roven
4nr?dr, visledny svételny tok z takové vrstvy tak nezévisi na jeji vzdalenosti; podrobnéjsi diskusi
lze najit napt. v [1.40].

Homogenita a
1zotropie na
velkych
vzdadlenostech
predstavuji
klicovée
vlastnosti
vesmiru!

H. W. M. Olbers
(1758-1840)

Olbersuv
paradox:

1 jednoducha
otdazka vede
k hlubsimu

zamyslent!



DMR 53 GHz Maps

AT = 3,353 mK

AT = 18 4K

Obr. 1.2: Teplota kosmického mikrovinného zafeni podle vysledki druzice COBE, kon-
krétné jeji soucasti DMR (Differential Microwave Radiometer). T¥i mapy teploty zareni
pro rizné rozsahy jsou vyneseny v galaktickjch soufadnicich, rovina nasi Galaxie se na-
chazi uprostied. Horni mapa doklada, ze zafeni je vysoce homogenni s teplotou T ~ 2,73 K.
Prostfedni c¢ast ukazuje rozdily v teploté fadu mK. Zietelnd dipdlova anizotropie od-
povidd pohybu sluneéni soustavy viué¢i kosmickému mikrovlnnému zafeni (jeho klidové
soustavé). Pokud tuto anizotropii odecteme, ziskdme zbyvajici anizotropii fadu pK na
dolni mapé, pfiemz vyrazny Cerveny pruh uprostied odpovidad zafeni z nasi Galaxie;
vice obrazkt a informaci lze nalézt na http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/cobe/

v [1.4]. Studium anizotropii mikrovlnného zafeni, jez jsou podle soucasnych predstav
yotiskem“ fluktuaci hustoty vesmiru v dobé vzniku mikrovinného zareni (tj. asi 300-
4000001et po velkém tiesku), je povazovano za kli¢ k pochopeni vzniku pozorovanych
struktur (galaxii). Poskytuje dosud nejpresnéjsi uréeni stari vesmiru i dalsich kosmologic-
kych parametrii — viz stranky projektu WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)
http://map.gsfc.nasa.gov/ nebo napt. [1.37]
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The APM Galaxy Survey

Maddox et al

Obr. 1.3: Uhlové rozdéleni galaxii podle projektu APM (Automated Plate Measuring, do-
movska stranka http://www-astro.physics.ox.ac.uk/"wjs/apm_survey.html) [1.24].
Zahrnuta je asi 1/4 oblohy rozdélend do mensich ¢tverecku, jejichz barva odrazi pocet
galaxii v kazdém z nich (¢im svétlejsi, tim vice). Vidime, Ze na velkych skalach se pocet
galaxii v jednotlivych smérech nelisi.

Pojmy k zapamatovani

Koperniktv princip
princip homogenity
princip uniformity
Olbersuv paradox

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pod Kopernikovym principem?

2. Jaké nejstarsi objekty v soucasné dobé ve vesmiru pozorujeme Hubbleovym te-
leskopem ?

3. Jakeé je priblizné stdri vesmiru?

Cviceni

1. Nagse Galaxie s hmotnosti 2,5-10* M, a galaxie M 31 v souhvézdi Andromedy
o hmotnosti 3,6-10! M, jsou dvé nejvétsi galaxie v tzv. mistni soustaveé galaxii.
Predpokladejme, Ze tvori dvojnou soustavu a obihaji kolem spole¢ného hmotného

stfedu po kruhovych drahach. Urcete velikost obézné doby mezi nimi, jestlize
vzdalenost mezi nimi je asi 700 kpc [1.38].

9
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Obr. 1.4: 2dF Galaxy redshift survey ukazuje polohu 62559 z celkového poc¢tu 220929
galaxii, u nichz byly urceny uhlové soufadnice a rudy posuv [1.9]. V souladu s Hubble-
ovym zdkonem (1.5.1) je radidlni vzdalenost galaxii uréena rudym posuvem z. Zdanlivé
galaxii v prostoru s rostouci vzdalenosti od nés ubyvé, ale jde jen o vybérovy efekt — ve
velkych vzdalenostech mizeme pozorovat pouze nejzarivéjsi objekty. Pro malé rudé po-
suvy, kde je pocet galaxii zmapovan dikladnéji, vidime zietelné vlaknovitou strukturu
s uzly a mezerami. Homogenita vesmiru pfedpoklada, ze rozmisténi galaxii ve vzdalenéj-
sich oblastech musi byt stejné. Vice obrazku a informaci 1ze nalézt na strankach projektu
http://www.mso.anu.edu.au/2dFGRS/.

ReSeni

1. Podle 3. Keplerova zékona plati

a’ G
72 = g AR,
odkud
T 4n2q3 '
G (M; + M,)

Po dosazeni v jednotkich SI G = 6,67-107 "' m3kg-~!s72, a = 700kpc ~
2,16-10%2m, M; ~ 4,975-10* kg a M; ~ 7,161-10" kg vychazi T ~ 2,22-10'8s ~
7,03-10'0 let. Galaxie ob&hnou okolo spoleéného hmotného stiedu asi za 70 miliard
let.

Pruvodce studiem

K plnému porozuméni moderni kosmologii a korektnimu odvozeni rovnic,
popisujicich expanzi vesmiru je nezbytna znalost obecné teorie relativity. Avsak
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PRC96-01a - ST Scl OPO - January 15, 1996 - R. Williams (ST Scl), NASA

Obr. 1.5: Pohled na velmi vzdalené galaxie Hubbleovym teleskopem oznacovany jako ,the
Hubble deep field*. Snimek pokryva malou ¢ast oblohy asi 30 x mensi nez Mésic, tak malou,
Ze se v ni nachazi pouze nékolik jasnych hvézd z nasi Galaxie. Naopak vidime fadu galaxii
v riznych stadiich vyvoje — od spiralnich a eliptickych, az po slabé zarici nepravidelné
objekty, jejichz svétlo bylo vyslano méné jak miliardu let po velkém tiesku, tj. zhruba
pred 12-13 miliardami let, a které patii k nejstarsim dosud pozorovanym objekttim ve
vesmiru. Vzhledem k homogenité a izotropii lze i tento maly vzorek oblohy povazovat za
reprezentativni, typické rozmisténi galaxii.

i ¢tenar, jenz se studiem Einsteinovy teorie dosud nezabyval, miize radu jevi
odvodit a popsat na zakladé elementarnéjsich avah vyzadujicich znalosti na
urovni zékladniho vysokoskolského kurzu fyziky. Potfebuje k tomu predevsim
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Friedmannovu rovnici (1.2.3) a rovnici pro praci vykonanou tlakem pfi rozpinani
vesmiru. Zajemce o nastin plné relativistického odvozeni rovnic odkazujeme na
nasledujici podkapitolu 1.3.

1.2 Friedmannova rovnice

V této casti vyjdeme z modelu Newtonovského vesmiru, v némz uvazujeme pouze
nerelativistické pohyby a gravitace je chapana jako sila ptisobici mezi hmotnymi ¢éas-
ticemi [1.19, 1.23]. Friedmannova rovnice (1.2.3) v tomto ptipadé popisuje zachovani
celkové mechanické energie ¢astice (galaxie) v pribéhu vesmirné expanze. V rela-
tivistickém odvozeni namisto klasické hustoty hmotnosti musime zapocitat hustotu
energie v souladu se zndmou rovnici ekvivalence hmotnosti a energie £ = mc? a
namisto gravitace jako sily uvazovat zakfiveni prostorocasu, nicméné vysledek je
formalné tentyz, bez jakychkoli korekénich cClenti ¢i ptiblizeni. Do hustoty energie
vsak musime zapocitat vSechny jeji formy. K pochopeni a spravné interpretaci siteni
svétla v zakiiveném vesmiru (Hubbleovy diagramy, fotometrickd vzdalenost apod. —
viz ¢ast 1.10) se pak bez teorie relativity neobejdeme!

Rozpinani vesmiru pozorujeme jako vzajemné vzdalovani galaxii objevené Edwi-
nem Hubblem (viz ¢ast 1.5). Nas newtonovsky model si 1ze pfedstavit jako rozpina-
jici se plyn, jehoz ,molekuly® jsou celé galaxie (ty samy se nerozpinaji). Gravitace
naopak galaxie pritahuje k sobé a rozpinani zpomaluje. Zvolime-li poc¢atek souradnic
v ,misté“ nékteré galaxie (napi. nasi), potom na galaxii ve vzdalenosti R pisobi
pouze hmota obsazend v kouli o poloméru R (ptisobeni vnéjsich vrstev se vyrusi, to
je dulezita vlastnost gravitacni i coulombovské sily v klasické fyzice), jejiz hmotnost
M = 4nR3p/3, kde o je hustota vesmirné ,tekutiny“. Mechanickd energie uvazované
galaxie bude potom
p_ L (dR\® GMm 1 (dR\* 4
_2m<dt> TR ™ (dt) ~ g melt

vid4 potencialni energie?
1
U=- 6 Amc*R?,

vychazi celkova energie dané galaxie
1 (dR\® 1
E=_-m <> — — Amc®R* — — moR>. (1.2.1)

Parametr A o rozméru m~2 nazyvame kosmologickou konstantou a standardné byva
interpretovana jako vliv energie samotného vakua.

2V daném kontextu jde o ad hoc predpoklad; zavedeni kosmologické konstanty piirozené plyne
z Einsteinovych rovnic obecné teorie relativity (1.3.2) a v dusledku novéjsich pozorovani (viz
napf. [1.5, 1.20]) o nutnosti zahrnout i tento ¢len dnes mélokdo pochybuje.
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Obr. 1.6: K zavedeni ,,comoving“ soufadnic: soufadnicovy systém je unasen expanzi, takze
uvazovany objekt zistava stale ve zvoleném bodé souradnicové sité, ostatni body se od
néj v disledku rozpinani vzdaluji.

Vzhledem k homogenité a izotropii rozpinani je vyhodné zavést tzv. ,comouving“
souradnice, které jsou ,unasSeny“ rozpinanim a pro zvolenou galaxii ztistavaji po ce-
lou dobu konstantni. Zvétsovani vzajemnych vzdalenosti je pak popsano expanznim
faktorem a = a(t) zéavisejicim na ¢ase (viz obr. 1.6). Pro skute¢nou vzdélenost proto
plati

R =a(t)x (1.2.2)

a po dosazeni do (1.2.1) ziskdvame

2F da\? 1 8t
iy e R Ve L
ma2 (dt) 3 ca SQa

Jak energie F, hmotnost m i ,comoving“ soufadnice x jsou v ramci naseho new-
tonovského modelu pro uvazovanou galaxii konstantami, pouzijeme-li ekvivalenci
hmotnosti a energie £ = mc?, bude 2E/(ma?) = 2¢% /2% Vyraz 2/2% odrazi geome-
trii vesmiru v ,,comoving® soufadnicich a obvykle klademe 2/1? = —k. Po dosazeni
do predchéazejici rovnice dospé€jeme k zakladni, tzv. Friedmannove rovnici popisujici
rozpinani vesmiru pomoci expanzniho faktoru

1 [da\? nG 1 kc?
— | =] =— —APE— . 1.2.
a2 (dt) 3 ¢T3 T (12:3)

Nazvéana je po ruském matematikovi A. A. Friedmannovi®, ktery v roce 1922 odvodil
a predpoveédél rozpinani vesmiru z Einsteinovych rovnic obecné teorie relativity. Vyse
uvedené odvozeni dokazuje platnost rovnice (1.2.3) pro newtonovsky model vesmiru,
v rdmci obecné teorie relativity lze dokazat (viz ¢ast 1.3) jeji platnost pro vSechny
homogenni izotropni kosmologické modely popsané metrickym tenzorem (1.3.1).

3V Ceské literatufe se setkAme se dvéma riiznymi piepisy jeho jména: s fonetickym ruskym
transkriptem ,Fridman“ a nebo s podobou obvyklou v anglosaské literatufe, kterou pouzivime
v textu. Friedmannova maminka, profesionalni pianistka, se za svobodna jmenovala Ludmila Vo-
jackova [1.13].
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Obr. 1.7: Dvourozmérné analogie riznych geometrii vesmiru v zavislosti na hodnotach
parametru k (opraveno podle http://map.gsfc.nasa.gov/m_uni/uni_101shape.html).

Pruvodce studiem

Friedmannova rovnice urcéuje zménu expanzniho faktoru s casem, tj. ,rych-
lost“ rozpinani. Kazdodenni zkuSenost nam napovidé, ze k popisu béznych po-
hybi potfebujeme znat i zrychleni, tj. druhou derivaci expanzniho faktoru podle
¢asu — pouze s Friedmannovou rovnici zcela urcité nevystacime. I kdyz zavedeni
konstant £ a Lambda ve Friedmannové rovnici mizeme chapat formalné, maji
svij fyzikalni vyznam. Témto otazkam se budeme vénovat ve zbytku podkapi-
toly.

Parametr k s rozmérem m~2 charakterizuje konstantni k¥ivost vesmiru a po vhod-
ném preskalovani souradnic lze uvazovat pouze tii hodnoty £ = 0,+ 1; potom uz jde
o parametr bezrozmérny a s takovym budeme nadéale pracovat [1.17]. Hodnota k = 0
odpovida nekonecnému plochému vesmiru, v némz plati zakony eukleidovské geome-
trie (soucet thlu v trojtihelniku je roven 180°, obvod kruhu je roven 2nr). Hodnota
k = 1 odpovida uzavreneému koneénému vesmiru, jehoz geometrie je podobna geo-
metrii kulové plochy (lze jej v principu ,,obejit dokola“, soucet thli v trojihelniku
je vétsi nez 180°, obvod kruhu mensi nez 27r). Koneéné hodnota k = —1 odpovida
nekonecnému otevrenému vesmiru, jehoz geometrie je podobna geometrii sedlové
plochy (soucet hli v trojihelniku je mensi nez 180°, obvod kruhu vétsi nez 2nr);
dvourozmérné analogie zminénych geometrii vesmiru jsou znazornény na obr. 1.7.
V soucasné dobé nelze s jistotou Tici, jakou geometrii nas vesmir ma, zda je pfesné
plochy, jak jej vnimame z bézné kazdodenni zkuSenosti (kdy bézné pouzivame uve-
dené vzorce eukleidovské geometrie), nebo je na velkych skalach zakfiven. Vime, ze
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http://map.gsfc.nasa.gov/m_uni/uni_101shape.html

se jeho geometrie od Euklidovy lisi jen velmi malo, coz teoreticky vysvétlujeme po-
moci mechanismu inflace (viz ¢ast 1.7). Podrobnéjsi rozbor topologie naseho vesmiru
v zéavislosti na parametru k lze nalézt napt. v [1.15, 1.17, 1.27, 1.32].

Druhou rovnici popisujici expanzi vesmiru ziskdme z prace, kterou pfitom hmota

— ,plyn galaxii“ — vykona. V ¢asti 1.4 ukazeme, Ze riizné formy energie, jez mohou byt
ve vesmiru obsazeny, prispivaji k tlaku ,,plynu® rozdilné a vedou k odlisné zavislosti
hustoty energie p na case. Uvazujme kouli o objemu V', jejiz objem se zméni o dV'.
Energie obsazena v tomto objemu bude

4r

E =~ oc’R%.

3
Povazujeme-li rozpinani za adiabatické (nedodavame zadnou vnéjsi energii), musi
podle 1. véty termodynamické platit

dFE dVv
+pdV =0 neboli T +p T 0
Dosadime-li postupné
de 90 dRR 4n 5 o do
E = 4TCQCR E‘F?CR E,
dV dR
L — 4nR% =
dt LAY

a prejdeme ke ,comoving® soufadnicim (1.2.2), dospé&jeme k dalsi dilezité rovnici
pro zménu hustoty energie s casem

d 3d
7@4_&7@ (Q+p> =0. (1‘2.4)

c2

Ke zméné hustoty energie prispiva jednak zvétseni objemu (¢len da/dt, jednak prace
vykonana pri expanzi tlakem p, jez se v nasem newtonovském modelu méni na
gravitacni potencialni energii.

Derivujeme-li Friedmannovu rovnici (1.2.3) podle ¢asu, ziskame

a
de?

a dt a? 3 dt+a3 dt’

1da 1 [ d2a ((1@)2]  8nG do | 2k da
dt

po dosazeni za dp/dt z (1.2.4) dale

1 d%a 1da)” P kc?
o 222 = -4 L i
a dt? (a dt) e <Q+ 02> N a?

a ode¢tenim Friedmanovy rovnice (1.2.3) druhou zékladni rovnici popisujici ,zrych-
leni“ rozpinani vesmiru

1d% 4nG< 3p
a dtz2 3

1
o+ c2> +3 Ac?. (1.2.5)
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Vidime, Ze v rozporu s intuitivnim predpokladem, ze tlak ,plynu galaxii“ se podili
na rozpinani vesmiru, prispiva naopak ke zpomaleni expanze podobné jako A < 0.
Naopak A > 0 pfispiva ke zrychleni expanze. Tlak p skuteéné nemutze vyvolavat
rozpinani vesmiru, nebof v homogennim vesmiru nemohou existovat tlakové sily
(vyzadovaly by gradient tlaku.

K feseni ziskanych rovnic je jesté zapotiebi znat zavislost tlaku na hustoté p =
= p(0). Zévisi na typu materidlu (energie) a nazyvame ji stavovou rovnici. S nejdile-

vvvvvv

Shrnuti

Friedmannova rovnice (1.2.3), rovnice pro ¢asovou zménu hustoty energie (1.2.4) a
z nich vyplyvajici rovnice (1.2.5) popisuji rozpinani vesmiru prostfednictvim zmény
expanzniho faktoru a(t) s ¢asem. K jejich feSeni potfebujeme znat jesté stavovou
rovnici, tj, zavislost tlaku na hustoté charakterizujici typ materidlu (energie) vypl-
nujici vesmir. Geometrie vesmiru se lisi v zavislosti na parametru & a mohou nastat
3 pripady: plochy, otevieny a uzavieny vesmir.

Pojmy k zapamatovani

comoving soufadnice

kosmologicka konstanta
Friedmannova rovnice

stavova rovnice

plochy, uzavieny a otevieny vesmir

Kontrolni otazky

1. Jak zdvisi geometrie vesmiru na parametru k?

2. Uvedte priklady vzorci eukleidovské geometrie, které v zakfiveném prostoru ne-
plati.

Jakou geometrii md nas vesmir?

Jakou zavislost uddvd stavovd rovnice?

Cim se vyznacugi ,comoving® soufadnice?

Jaka vliv md kosmologickd konstanta A na rozpinani vesmiru?

S G Co

Pruvodce studiem

Pro ¢tenare obeznameného se zaklady obecné teorie relativity v nasledu-
jici kapitole naznacime, jak lze rovnice (1.2.3) a (1.2.5) odvodit z Einstei-
novych rovnic aplikovanych na homogenni izotropni vesmir. Ostatni ¢tenafi
mohou tuto ¢ast pii prvnim ¢teni preskocit, nebot jeji prostudovani neni ne-
zbytné nutné k pochopeni dalsiho vykladu. Dale se budeme odvolavat pouze na
Robertsonovu-Walkerovu metriku (1.3.1).
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1.3 Robertsonova-Walkerova metrika

V obecné teorii relativity je zakladni veli¢inou popisujici geometrii prostorocasu
metricky tenzor g, . Lze ukdzat (viz napf. [1.15, 1.27]), Ze predpoklad homogenity
a izotropie spliuje Robertsonova- Walkerova metrika

(1.3.1)

2 21,2 2 r
ds® = —c*dt® + a(t) [1—kr2

+7? (dﬁ2 + sin® 9 dg02>] ,

pro kterou v ,,comoving® soufadnicich 2° = ct, 2! = r, 2% = ¥ a 2 = ¢ m4 metricky
tenzor tvar

—1 0 0 0

| 0 a(®)?/(1 —kr?) 0 0

I = ¢ 0 a(t)?r? 0
0 0 0 a(t)?r? sin® 9

Parametr k = £1,0 zavedeny v predchazejici podkapitole 1.2 charakterizuje kiivost
prostorocasu, jez v disledku homogenity a izotropie musi byt konstantni. Obsah
vesmiru modelujeme ideédlni tekutinou s tenzorem energie hybnosti (viz napi. [1.16,

1.17, 1.26, 1.30])
p
T;w = (Q + 02) Uy Uy + GuvP-

V klidové soustavée tekutiny pro slozky ctyfrychlosti plati uy = —c¢, u, = uy = u, =
= 0, takze
oc? 0 0 0
0 pa(t)*/(1—kr*) 0 0
TW = 2,.2
0 0 pa“r 0
0 0 0  pa’r?sin®y

Po dosazeni do FEinsteinovyjch rovnic obecné teorie relativity (viz napi. [1.6, 1.15,

1.25, 1.36))

&G

G/w + Agw/ = ? T,uu

a (1.3.2)

ziskame dvé nezavislé rovnice

da\> |
% [((5) + k| — AP = 881Gy,
a
1 9 d?a da\’] 2 P

Prvni z nich dévd pifimo Friedmanovu rovnici (1.2.3), z druhé odectenim (1.2.3)
pak ziskame (1.2.5). Konecné z relativistického zékona lokalniho zachovani energie-
hybnosti*

SV, T =0,

4 Zakon musime skuteéné chépat v lokalnim smyslu, protoze pokud se zak¥iveni prostorocasu
méni, energie nezistava konstantni, ale odpovidajicim zpisobem se méni; prikladem muze byt ener-
gie mikrovlnného zafeni, kterd v disledku rozpinani vesmiru klesd (viz vztah (1.4.4)). V plochém
prostoroc¢ase specidlni teorie relativity ovSem zdkon zachovani plati globalné [1.15].
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kde V, znaci kovariantni derivaci, obdrzime pfimo (1.2.4).

Zdtraznéme jesté jednou, ze obecna teorie relativity dava hlubsi a konzistentnéjsi
odvozeni rovnic, které jsme v ¢asti 1.2 ziskali pomoci newtonovského kosmologického

vvvvvv

nejzajimavejsich aplikaci Einsteinovy teorie relativity.

Shrnuti

Homogenni izotropni vesmir s konstantni kiivosti je v ,,comoving* sférickych sou-
fadnicich popsan Robertsonovou-Walkerovou metrikou (1.3.1). Zakfiveni prostoru
ovliviiuje Sifeni svételnych signali.

Pojmy k zapamatovani

e Robertsonova-Walkerova metrika

Kontrolni otazky

1. Jak lze jednoduse zduvodnit, Ze krivost vesmiru musi byt konstantni?

Pruvodce studiem

Na konci ¢asti 1.2 jsme se zminili o vyznamu stavové rovnice: charakterizuje
typ materialu, kterym je v nasem modelu vesmir vyplnén a ktery urcuje jeho

vvvvvv

vych rovnic a jim odpovidajicich druhti energie.

1.4 Hustota a tlak

Tlak tekutiny v kosmologickém modelu zavisi na typu materialu, jimz je vesmir
zaplnén. V zasadé miize jit o béznou hmotu, zareni, vakuum, popf. o jejich kombinaci

jiny tlak.
Vztah p = p(p) mezi tlakem a hustotou popisuje stavovd rovnice. Dosazenim za

p do (1.2.4) pak pro kazdy typ materidlu ziskdme piedpis, jak se jeho hustota méni
s Casem. Stavova rovnice ma pro uvazované typy energie tvar

p = woc’. (1.4.1)
Dosazenim do rovnice (1.2.4) a integraci ziskdvame zavislost

1

o X q3+3w '

(1.4.2)

Hmotu, tj. material z néhoz se skladaji i nase téla, popisujeme v kosmologickém
meéfitku jako tzv. prach. Srazky galaxii jsou odlisné od srazek molekul v plynu a
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nevytvaieji zadny tlak, proto wy, = 0.° Pro zavislost hustoty energie hmoty o,, na
Case pak podle (1.4.2) vychéazi
1

Om X
hustota energie v kouli o poloméru a(t) zistava konstantni, nebot

j (Qma3) =0.

Vidime, ze hustota energie hmoty — prachu klesa pouze v disledku rozpinani vesmiru.

Stavovou rovnici pro zafeni (idedlni ,plyn“ tvoreny z fotont) lze odvodit z na-
sledujici tvahy: uvazujme fotony s hybnosti p, jez se odrazeji od rovinné stény
s plochou A postavenou kolmo na osu z. Pfi odrazu od stény se zméni slozka hyb-
nosti fotonu p, na —p,, ostatni slozky ztistanou stejné. Primérna sila, kterou ptisobi
fotony na sténu, je dana zménou jejich hybnosti v uvazovaném casovém intervalu,
tj. 2p, nasobek poctu fotont, které v tomto intervalu do stény narazi. Uvazujeme-li
fotony s riznymi hybnostmi p a uvédomime-li si, ze v primeéru se pouze polovina
pohybuje v kladném sméru osy z (polovina v opa¢ném) a tlak je urcen podilem sily
a plochy, na kterou sila piisobi, pro tlak na sténu A vychazi

1
Py = 5 2vax N,

kde n, je pocet fotont v jednotkovém objemu (koncentrace) a ¢arkou ,nad“ znacime
stfedni casovou hodnotu pfislusného vyrazu. Fotony se pohybuji rychlosti ¢ a pohyby
ve sméru os x, ¥y i z jsou stejné pravdépodobné, takze v priméru se ve sméru osy x
pohybuje pouze 1/3 z jejich celkového poctu, takze

1

p'y:§C|p|n’y'

Piipometime, Ze energie E., fotonu o vlnové délce A je rovna

E ¢

o

=h~ =clp|,

>

kde h je Planckova konstanta. Pro zafeni tak dostavame stavovou rovnici®

1 2
Py = ggvc

tj. w, = 1/3. Dosazenim do (1.4.2) obdrzime

1

Q'ycx*

.t (1.4.4)

5Srazky galaxii znamenaji v podstaté jejich prostoupeni, nikoli odraz pruznych ,kulidek; vy-
sledkem jsou — v zavislosti na hmotnosti interagujicich galaxii - vét§inou rtzné nepravidelné galaxie
nebo galakticky kanibalismus — pohlceni jedné galaxie druhou.

6Pfesné odvozeni stavové rovnice idedlniho fotonového plynu lze nalézt ve vét§iné uéebnic sta-
tistické fyziky, napt. [1.10, 1.18, 1.21, 1.22]
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Hustota energie zafeni tak klesa rychleji nez hustota hmoty podle rovnice (1.4.3),
protoze se nejenom méni pocet fotont v jednotkovém objemu v disledku rozpinani
vesmiru, ale navic se méni i jejich energie v disledku rudého posuvu popsaného
v Casti 1.6. Ze statistického rozboru zafeni ¢erného télesa popsaného Planckovym
zékonem a Wienovym posunovacim zékonem (viz napt. [1.10, 1.18, 1.21, 1.22]) plyne,
ze nejvice energie pripada na fotony s energii ' ~ 2,8 kgl a stfedni energie fotont
zéfeni pri teploté T je E ~ 2,7kgT. Pfi rozpindni vesmiru pak vlnova délka \,
energie fotonu F a rovnovazna teplota zafeni T' zaviseji na expanznim faktoru a(t)

1 1

— 1
EFox —ox —— TxFE x —.

Aocaft), A a(t) a

Pocet fotont se pritom zachovava, takZe jejich pocet n, v objemové jednotce musi

prfi rozpinani klesat
1

n,y X a(t)3’

zatimco energie fotond v této jednotce se méni podle vztahu (1.4.4)
0y = nVE x T4

v souladu se Stefanovym-Boltzmannovym zakonem.

Konecné hustota energie vakua se s ¢asem nemeéni, tj.

doy
di =0, (1.4.5)
tudiz 1 4
n (0v0®) = 04 d%.
Z rovnice (1.2.4) pak vychazi
Py = —0.¢?
neboli w, = —1. Vysledek je v souladu s pozadavkem, ze hustota energie vakua

musi byt stejna pro vSechny pozorovatele, tj. invariantni pro vzhledem k Lorentzové
transformaci specidlni teorie relativity. V homogennim vesmiru musi byt konstantni
v prostoru, a kombinace ¢asové i prostorové derivace v Lorentzovych transforma-
cich vyzaduje, aby nezévisela ani na ¢ase (dikaz invariantnosti a odpovidajici tvar
tenzoru energie-hybnosti vakua lze nalézt napi. v [1.19]).

V posledni dobé byla predlozena fada hypotéz, predpokladajicich, zZe vesmir ob-
sahuje specidlni latku zvanou ,quintessence, pro niz w < —1/3, popf. zavisi na
case. Diivodem je snaha vysvétlit zrychlujici se rozpinani vesmiru, jez by existence
takové — dosud experimentalné neprokazané — formy hmoty vysvétlovala.

Ze zavislosti (1.4.3), (1.4.4) a (1.4.5) vyplyva, Ze vzajemny pomér jednotlivych
druhti energie se s casem meéni. Hustota energie zatfeni klesa rychleji, nez hustota
energie hmoty; v ranych stadiich vyvoje vesmiru proto bylo dominantni zafeni. Je-li
vakuum nositelem energie, bude v nékdy v budoucnu dominantni pravé vakuum.
V soucasné dobé jsme v etapé rozpinani vesmiru, kde je dominantni nebo alespon
velmi vyznamnou slozkou ,prach® (chladna hmota).
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Jind dominantni energie mé za néasledek jinou zavislost expanzniho faktoru na
a(t) na case. Kvalitativni rozdil mizeme demonstrovat na nejjednodussim modelu s
k=01iA = 0. Friedmannova rovnice (1.2.3) se potom zjednodusi na

(i) =
T x oa”.

Pro prach po dosazeni z (1.4.3) s po¢ate¢ni podminkou a(t = 0 = 0 vychézi

da 1

o X ain — a o 123 (1.4.6)
podobné pro zatfeni podle (1.4.4)
((iij x (11 — a oc t/?2 (1.4.7)
a pro vakuum v souladu s (1.4.5)
da
5 X — a x exp (Ht), (1.4.8)

kde H je Hubbletv parametr definovany vztahem (1.5.2), v tomto piipadé je kon-  Inflaci

stantni. Exponencialni rozpinani zptisobené energii vakua nazyvame inflaci.. Ve sku-  rozumime rychlé
tecném vesmiru se uplatnuji vSechny zminéné slozky, ale v riznych fazich vyvoje a obrovské
riznou meérou. Na pocatku vyvoje prosel fazi dominantniho zafeni, nyni dominuje rozpindni

prach a v daleké budoucnosti bude pravdépodobné rozhodujici energie vakua. Pfe-  vesmiru

chod mezi érami dominantniho zafeni a dominantniho prachu pro model s kK = 0 a  zptusobene

A = 0 je znazornén na obr. 1.8. energii vakua.

Shrnuti

Vesmir je naplnén riznymi typy energie, z nichz nej-
vyznamnéjsi vliv na jeho expanzi maji chladnd hmota
(prach), zafeni a energie vakua. Jejich vzdjemné za-
stoupeni se s ¢asem méni; v davné minulosti prosel
vesmir érou dominantniho zareni, nyni se nachéazi ve
stavu dominantniho prachu a ve vzdalené budouc-
nosti pravdépodobné bude dominovat energie vakua.
Predpoklada se, ze energie vakua dominovala i v krat-
kém ¢asovém intervalu (fddove ¢t = 1073*s po velkém
tfesku). Tuto fazi oznacujeme jako inflace a vesmir se
béhem ni exponencialné zvétsil.

Obr. 1.8: Ery dominantniho

Pojmy k zapamatovani zéfeni a prachu

e quintessence
e inflace
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Kontrolni otazky

1. Co se kromé rozpindni vesmiru podili na zmené energie zdreni?
2. Jaké typy energie dominovaly v ruznych fdzich vijvoje vesmiru?
3. K ¢emu dochdzi ve fazi vyvoje zvané inflace?

Ukoly k textu
1. Dokazte, ze pokud ve vesmiru dominuje energie popsana obecnou stavovou
rovnici (1.4.1), bude pii £ = 0 a A = 0 expanzni faktor zaviset na ¢ase podle

vztahu
0 o $2/(3+3w)

Ovétte, ze rovnice (1.4.6), (1.4.7) i (1.4.8) jsou specidlnimi piipady ziskané
zavislosti.

2. Ukazte, ze pokud k£ = 0 a rozpinani vesmiru u ovliviiuje pouze prach s hus-
totou energie g, > 0 a vakuum s hustotou energie o, > 0, potom (viz [1.31])

a*? x sinh (\/6TEGQVt> :

Pruvodce studiem

Po odvozeni zakladnich rovnic mizeme nyni ptistoupit k podrobnéjsi diskusi
vlastnosti nasich matematickych modelti a jejich konfrontaci s vysledky pozo-
rovani realného vesmiru. V néasledujici podkapitole se zaméifime na tustfedni
pozorovanou skutecnost, ktera ve své dobé prekvapila i samotného Einsteina:
nas vesmir se rozpina. . .

1.5 Hubbleuv zakon

Oznacime-li v rychlost, jiz se od nés vzdaluje galaxie ve vzdalenosti d = a(t)r,
kde r reprezentuje ,comoving“ souradnice, lze psat

dd _da_ 1da

YT T @ T
neboli
v =Hd, (1.5.1)
kde jsme zavedli ¢asové proménny parametr
1 da
H=H(t)=-—. 1.5.2
(== (152
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Vztah (1.5.1) nazyvame Hubbleovym zdkonem a parametr H(t) definovany rov-
nici (1.5.2) Hubbleovym parametrem. Soucasnad hodnotu parametru Hy = H(to)
predstavuje jeden z dileZitych observa¢nich tdaji — Hubbleovu konstantu”. Jedno-
duchy vztah (1.5.1) vyjadiuje skute¢nost, Ze ¢im je od nas objekt dale, tim se od nés
vice vzdaluje a tim je svétlo, které od objektu pfichazi, posunuto k delsim vlnovym
délkam; vzhledem k proménnosti Hubbleova parametru H(t) s ¢asem vSak nejde
o piimou tméru. Hubblelv zakon predstavuje primy experimentalni diitkaz o rozpi-
nani naseho vesmiru a poprvé byl ovéfen Edwinem Powellem Hubblem v roce 1929
pomoci 100-palcového dalekohledu observatofe na Mt. Wilsonu v USA. Vétsinou
pocitdme s hodnotou Hubbleovy konstanty

Hy=100hkm-s *Mpc,” kde he€0,55—0,75. (1.5.3)

Bezrozmérny parametr h, odrazejici neurcitost v soucasném meéteni Hubbleovy
konstanty, slouzi jako ,méritko mapy* pro kosmologické vzdalenosti, proto byva
vyhodné pracovat s pomérnymi veli¢inami, v nichz se vykrati (Hubbletv para-
metr (1.5.2), deceleracni parametr (1.7.7)). Ze studia anizotropii kosmického mi-
krovlnného zafeni vychézi hodnota h = 0,71 £ 0,04 [1.5], k podobnym vysledkim
konverguji i dalsi nezéavisla pozorovani [1.12].

I kdyz se Hubbleova konstanta tradi¢né udava v km-s~1-M~!pc, v soustavé SI
m4 rozmér s~ 1. Jeji pfevracenou hodnotu nazyvidme Hubbleovym casem ty . V mi-
liardach let (Gyr) vychazi

tu = 9,78 ! Gyr. (1.5.4)

~ Hy
Hubbletv ¢as predstavuje hruby odhad staii vesmiru — tak dlouho by trval, pokud
by se po celou dobu rozpinal rovnomérné (srovnejte se vztahem (1.7.9)).

Shrnuti

Rychlost, s jakou se od nas vzdaluji galaxie, se zvétsuje s jejich vzdalenosti od
nas podle Hubbleova zakona (1.5.1). Hubbletiv parametr vystupujici v této rovnici
jako koeficient imérnosti zavisi obecné na ¢ase. Jeho soucasnou hodnotu nazyvame
vesmiru. Jeji pfevracena hodnota se nazyva Hubbleovym c¢asem a slouzi jako hruby
odhad stari vesmiru.

Pojmy k zapamatovani

Hubbletv zakon
Hubbletiv parametr
Hubbleova konstanta
Hubbletdv Cas

7V kosmologii obvykle indexem ,,0“ zna¢ime souc¢asné hodnoty veli¢in.
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Kontrolni otazky

1. Jakd je podle soucasnych pozorovini hodnota Hubbleovy konstanty?
2. Za jakiych podminek by stari vesmiru bylo rovno Hubbleovu casu?

Cviceni
1. Najdéte zavislost H = H(t) Hubbleova parametru na ¢ase pro éru dominant-

niho zéfeni a dominantniho prachu s vyuzitim rovnic (1.4.7) a (1.4.6). Uvazujte
nejjednodussi pripad plochého vesmiru k = 0 bez energie vakua A = 0.

Reseni

1. Z rovnic (1.2.3) a (1.4.3) pro éru dominantniho prachu plyne
1 (da)® 1
=) x =
a? <dt> @3

Vada o< dt.

Integraci s pocateéni podminkou a(t = 0) = 0 pak vychazi

neboli

a®? x t — a o 33,

Oznacime-li konstantu imeérnosti K, bude
t 2/3
a:Ktz/?’, aothz/?’, — a = ag <t> )
0

kde indexem 0 znac¢ime soucasné hodnoty. Dosazenim posledniho vyrazu
do (1.5.2) vychézi

2
H=2,
3t
konkrétné Hy = 2/(3ty). Obracené pak pro staii takového vesmiru vychézi
fo= 2 =24
0 — 3H0 - 3 H,

kde tg = 1/H, je Hubbletv cas.
Pro model s dominantnim zafenim se vychozi rovnice zméni na

1 [da\® 1
2—7 PR PR
H_a2<dt>oca4

ada o dt.

resp.

Analogickym zpiisobem pak odvodime

t\/? 1
a = ag <t> , H=—.
0
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Pruvodce studiem

V casti 1.4 jsme vidéli, ze hustota energie zafeni pfi expanzi vesmiru klesa
rychleji nez hustota prachu a tudiz i rychleji, nez by odpovidalo pouhému zvét-
Seni objemu. Pro¢ tomu tak je? V nasledujici podkapitole odhalime pfi¢inu: pfi
rozpinani vesmiru se méni vlnova délka (a tim samoziejmé i frekvence) svétel-
nych signali. V kombinaci s vyse popsanym Hubbleovym zdkonem to znamen4,
Ze ¢im je pozorovana galaxie od nas dale, tim je zména vinové délky veétsi. Pri-
pomerime, Ze pozorovani galaxii je zaroven vyletem do jejich minulosti, nebot
na prekonani vzdalenosti od nich k ndm potiebuje svétlo jisty ¢as (viz ¢ast 1.9).

1.6 Sifeni svétla ve Friedmannovych modelech

Pii popisu Sifeni svételnych signdli musime vzit v vahu geometrii vesmiru
charakterizovanou metrickym tenzorem. Studujme pro jednoduchost radialni Siteni
svételnych signaltt v Robertsonové-Walkerové prostorocase (1.3.1). Svétlo se podle
obecné teorie relativity $iii po nulovych geodetickych ¢arach, pro néz plati ds? = 0,
pro cisté radialni pohyb ze zdroje o souradnici r = r, k pozorovateli o souradnici
r = 1o jsou navic ¥ i ¢ konstantni, tj. d = dg = 0. Dosazenim do (1.3.1) ziskame

cdt n dr

a(t) V1 —kr?’
kde kladné resp zaporné znaménko odpovida fotoniim siticim se ve sméru rostouciho
resp. klesajiciho r. Po integraci dostavame

/ cdt _ / m (1.6.1)

Oznacime-li periody v misté vyslani a zachyceni signalu po rfadé T, a Ty a jim
odpovidajici vinové délky A\, = cT, a Ay = ¢Tp, bude pro signdl emitovany v case
t. + T, analogicky platit

to+To

cdt n / dr
t) J VT —kr?
Vzhledem k tomu, Ze r je ,,comoving®“ soufadnici, kterad se neméni s c¢asem, budou

na ¢ase nezavislé pravé strany rovnic (1.6.1) a (1.6.2), musi byt proto rovny i jejich
levé strany

(1.6.2)

e e

to+1¢ t
7 *edt B /0 cdt
a(t) —J alty
S vyuzitim vlastnosti mezi urcitych integral po tpravé dostavame

/t cdt /cdt+t7T0@dt_7cdt
m ") ww ) ey
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tot To cdt B t7Te cdt
N a(t)’

V malych ¢asovych intervalech odpovidajicich periodé svételnych vin 7T, a Tj lze
pokladat expanzni faktor a(t) za konstantni, tudiz

€

“To = cle neboli
a(te)  alte)’ alte)  alte)

Ao e

Vlnova délka svétla se méni tmérné s expanznim faktorem. Protoze a(t) s ¢asem
roste, zvétsuje se i vlnova délka smérem k cervenému konci spektra. V praxi cha-
rakterizujeme zménu vlnové délky nejcastéji tzv. rudym posuvem z definovanym
vztahem

Ao — e
— 1.6.3
2= (163
neboli \ (to)
a\lo
1 =20 _ _ 1.6.4
+z N alty (1.6.4)

Priklady spekter galaxii s riznymi rudymi posuvy jsou na obr. 1.9.

Nameéieni rudého posuvu vzdalenych galaxii je pfimym dikazem rozpinani na-
seho vesmiru. Napft. signal, pro ktery naméfime z = 1, byl vyslan v case t., kdy
a(te) = a(ty)/2, tj. vesmir mél poloviéni velikost nez dnes. Nejjednodussi vysvétleni
rudého posuvu predpoklada, ze se vinova délka svétla zvétsuje spolu s vesmirem
(obr. 1.10). Nabizi se i vysvétleni, Ze jde vlastné o dopplerovsky posun zpusobeny
vzdalovanim zdroju svétla v disledku rozpinani vesmiru. Odvozeny vzorec pro rudy
posuv z (1.6.4) je v souladu se vztahem pro Dopplertv posuv ve specialni teorii
relativity pouze v prazdném prostoru, prakticky pro dostateéné blizké zdroje (z =
= v/c < 1). V zakfiveném prostorocase je korektni zavedeni relativni rychlosti
zdroje a pozorovatele komplikovanéjsi. Obecné relativisticky vypocet v [1.28] do-
kazuje, Ze kosmologicky rudy posuv lze skutec¢né interpretovat jako dopplerovsky,
i kdyz v literatufe neni na tuto otazku jednotny nazor.

Shrnuti

Sifeni svétla odrazi geometrii prostorocasu. V rozpinajicim se homogennim a izot-
ropnim vesmiru roste vlnova délka svétla imeérné velikosti vesmiru. Mirou zmény
vlnové délky je rudy posuv spektralnich car.

Pojmy k zapamatovani

e rudy posuv

Kontrolni otazky

1. DokadzZete na zakladé definice rudého posuvu vysvétlit modry posuv?
2. Pro které objekty ve vesmiru muzZeme namérit rudy a modry posuv?
3. Jaké je vysvétleni kosmologického rudého posuvu?
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Obr. 1.9: Priklady spekter dvou galaxii s riznymi rudymi posuvy. Vlnova délka je udavana
v angstromech, 1 A = 0,1 nm. Vyznadeny jsou i typické spektralni ¢ary; viimnéme si rizné
polohy téchto Car jez odrazi rizny rudy posuv. Svisld osa znazornuje relativni svételny tok
pripadajici na jednotlivé ¢asti spektra. Upraveno podle [1.8].

»
>

¢as

Ay N\/V\/\/\/\/ :

Obr. 1.10: K vysvétleni rudého posuvu: vlnova délka fotonu se ,rozpina“ s vesmirem jako
u fotonu v uzaviené krabici

Cviceni
1. Jaky rudy posuv naméfime u galaxii patiicich do kupy galaxii v souhvézdi

Panny, vzdaluji-li se od nas rychlosti asi 1000km-s~!? Rychlost svétla je pii-
blizné 300 000 km-s~* [1.39)].
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2. Které z emisnich car v nasledujici tabulce miizeme z povrchu Zemé pozorovat
v optickém oboru spektra u kvasaru s nasledujicim rudym posuvem:

a) z=0,1,
b) z =1,
c) z=4.
Tabulka hlavnich emisnich ¢ar u aktivnich galaxii a kvasart [1.38]:
L. 121,6 nm
NV 124,0nm
CIV 154,9nm
CIII 190,9nm
Mg II  279,8 nm
OIl 372,7nm
Ne III  386,8nm
Hy 410,2 nm
H, 434,1 nm
Reseni

1. Pro dané hodnoty v = 1000km-s~}, ¢ = 300000km-s™!, tedy v/c = 1/300 ~
0,0033 < 1. Rychlost je dostatecné mald, takze mtizeme pouzit priblizny vztah

~ 0,0033.

AR

ol

2. Oznac¢me z, = 0,1, 2z, = 1 a z. = 4 rudé posuvy. Viditelné svétlo ma vinové délky
v intervalu /y = (400 nm,780nm). Podle (1.6.3) plati
Ao
z = N 1,
kde Ag je vlnova délka pozorovana na zemi a A\, vinova délka svétla vyzareného
kvazarem. Ziejmé
14z
Ptepocitejme podle posledniho vztahu intervaly vinovych délek, v nichz muze byt
pii danych rudych posuvech vyzareno svétlo, aby jeho vlnova délka Ay na Zemi
zapadala do intervalu viditelného svétla:
a) L, =1Ip/(1+ z,) = (363,6 nm,709,1 nm),
b) Ly = Iy/(1+ 2) = (200,0 nm,390,0 nm),
¢) L.=Ip/(1+ z.) = (80,0nm,156,0 nm).
Porovnanim ziskanych intervaltl se zadanou tabulkou zjistime, Ze viditelné budou
spektralni cary
a) OII, Nelll, Hs a H,,
b) MgII, OII a Nelll,
¢) Lo, NV a CIV.

Ae
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Pruvodce studiem

Znéame jiz klicové rovnice (1.2.3)—(1.2.5) a pfirozené se ptame: jaka byla mi-
nulost a jaka muze byt dalekd budoucnost praveé naseho jedine¢ného vesmiru?
Zdaleka ne vSechny parametry vystupujici ve zminénych rovnicich umime
snadno uréit — vzdyt uz v ¢asti 1.5 jsme vidéli, Ze Hubbleova konstanta neni
znama s velkou pfesnosti. Pro fadu tloh je vyhodnéjsi pracovat s bezrozmeér-
nymi, tzv. observa¢nimi parametry, jejichz hodnoty lze urcit pt¥imo z pozorovani.
Zavedeni téchto veli¢in je vénovana nasledujici podkapitola.

1.7 Observac¢ni parametry vesmiru

Ze vsech Friedmannovych modeld je nejjednodussi pripad s £ = 0 a A = 0.
Odpovida mu nekonecny vesmir s eukleidovskou geometrii, ktery se bude neustéale
rozpinat. Z Friedmannovy rovnice (1.2.3) pro hustotu vesmiru v tomto modelu do-
stavame
_ 3H?
e
oznacovanou jako kritickd hustota. Vzhledem k tomu, ze Hubbletv parametr H
se méni s ¢asem, neni ani hodnota kritické hustoty neménna. Pro soucasnou hod-
notu (1.5.3) dostavame

Oc (1.7.1)

3H2

0co = el

= 1,88h%10 P kgm* = 2,78 h 110" Mg/ (h'Mpe) . (1.7.2)
Vidime, ze ackoli v bézné uzivanych jednotkach jde o hustotu velmi malou, je pru-
mérnd hustota naseho vesmiru této hodnoté velmi blizkd, i kdyz lokdlné (napf.
v nasem téle, na Zemi, ve Slune¢ni soustavé) muze byt mnohem vétsi. Galaxie totiz
obsahuji miliardy hvézd a jejich hmotnost se pohybuje okolo 10'!-10!? hmotnosti
Slunce M, a 1Mpc je zaroven typickou mezigalaktickou vzdalenosti. Jsou i dalsi
argumenty, napt. inflacni modely, podle nichz se hustota naseho vesmiru od g lisi
jen velmi malo.

Pro jednotlivé druhy energie (prach, zafeni i vakuum) mizeme zavést hustotni
parametr prachu

QO (1) = 22, (1.7.3)
Oc
zareni
Q. (t) = & (1.7.4)
0c
nebo vakua e A2
Q, () =2 = T _ 2¢ (1.7.5)

o 3H?  3H?*
Protoze prach i zafeni hraji v dynamice kosmologickych modeli obdobnou tlohu a
jednu z téchto slozek povazujeme vétsinou za dominantni (po vétsinu doby expanze
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je to pravé prach), budeme jejich soucet nadéle oznacovat jako €2,. Dosazenim do
Friedmannovy rovnice (1.2.3) vychazi

kc?
H2a?

= O+ Q, — 1. (1.7.6)

Vidime, Ze pokud ma mit vesmir plochou eukleidovskou geometrii & = 0, musi byt
splnéno

On+Q, =1

Pokud se rozpinni vesmiru zpomaluje, potom se soucin H2a2 = (da/dt)* zmen-
Suje a zlomek na levé strané rovnice (1.7.6) zvétSuje. Je-li odchylka Q,, + 2, od 1
nyni malé, musela byt v minulosti jesté mnohem, mnohem mensi, hovoiime o tzv.
problému plochosti vesmiru: jako to, Ze je geometrie vesmiru vyladéna tak blizko
k eukleidovské? Tato skutecnost je jednou z motivaci k predpokladu, ze vesmir ve
velmi raném stadiu prosel fazi tzv. inflace, prudkého rozpinani s H ~ konst., kdy se
hodnota zlomku zmensila itmérné 1/a® a vesmir se stal (téméF) plochym. Potvrzuje
to i rozbor anizotropii mikrovinného zafeni s vysledkem Q,, + €, = 1,02+£0,02 [1.5].

Dtlezitou charakteristikou expanze vesmiru je kromeé rychlosti rozpinani, jejiz
mirou je Hubbleova konstanta, také ,zrychleni“. Az do 90-tych let minulého stoleti
se predpokladalo, ze expanze se bude vzdy zpomalovat, namisto akcelerace bylo
proto prirozenéjsi zavést veli¢inu zvanou deceleracni parametr q definovany vztahem

d*a
—a
2
g=-- (1.7.7)
da
(5
Dosazenim do (1.2.5) s vyuzitim (1.7.3)—(1.7.5) pak vychézi

O
qg=— —,. (1.7.8)
2
Ziejmé pokud Q,,/2 — Q, = 0, rozpinani probiha s konstantni rychlosti, pro ¢ > 0
se zpomaluje a pro g < 0 se zrychluje.

Rozvineme-li vztah pro expanzni faktor a(¢) v Taylorovu fadu okolo soucasného
stari vesmiru t = ty, dostavame

2

P (t—to)* + ...

to

a(t) = a(ty) + da

t—t
dt (t=to) +

to

a pro rudy posuv objektu, od néhoz bylo svétlo vyslano z ¢ase t podle (1.6.4) vychazi

1 alt)
1+2  a(t)

=1+ Hy (t—to)—%Hg(t—toer...,

kde Hy = H(ty), qo = q(to) predstavuji sou¢asné hodnoty Hubbleova a decelera¢niho
parametru.
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Z Friedmannovy rovnice (1.7.6) pak lze vyjadfit soucasnou hodnotu expanzniho
faktoru

c k
ag = — .
"7 Ho\ Quo + Qo — 1
V ptipadé plochého vesmiru k = 0 vychézi neurcity vyraz 0/0, pro ktery z limitniho
chovani obdrzime tzv. Hubbleovu délku
c
du = cty = — ~ 2998 h ! Mpc, (1.7.9)
Hy
ktera odpovidé dréaze, kterou urazi svétlo za Hubbletuv ¢as (1.5.4) v plochém vesmiru.
Ptiblizné tak charakterizuje velikost pozorovaného vesmiru, tj. oblasti, z niz mizeme
zachytit svételné (i jakékoli jiné) signdly.

Shrnuti

Kritickou hustotou nazyvame hustotu plochého homogenniho vesmiru s nulovou
energii vakua. Hustotu vsech typi energie pak s vyhodou vyjadfujeme pomérem
k této kritické hustoté pomoci hustotnich parametrii. Spolu s decelera¢nim parame-
trem, popisujicim zrychlovani resp. zpomalovani expanze, predstavuji dalsi dtlezité
méfitelné charakteristiky vesmiru.

Pojmy k zapamatovani

e hustotni parametr
e deceleracni parametr

e Hubbleova délka

Kontrolni otazky

1. Jaky vztah musi spliiovat hustotni parametry pro plochy vesmir?

2. Jak moc se lisi celkovd hustota vesmiru od kritické a jakym procesem to umi
moderni kosmologie vysvétlit?

3. Jaky je vyznam deceleracniho parametru?

4. Jaky mad vyznam Hubbleova délka?

Cviceni
1. Kolika nukleontim v m? odpovida kriticka hustota vesmiru pro hodnotu Hubble-
ovy konstanty Hy = 71km-s~!-Mpc [1.39]?

Ukoly k textu
1. Ukazte, ze je-li v néjakém case 2 = Q,, + €2, = 1, potom se 2 s ¢asem
nemeéni.
2. Jaka podminka musi byt splnéna, aby hustotni parametr vakua €2, byl

konstantni a nezavisel na ¢ase?

3. Predpokladejme, ze v uréitém case je v rovnici (1.7.8) ¢ = 0. Co musi byt
splnéno, aby decelerac¢ni parametr zistal nulovy?
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Reseni

1. Kritickou hustotu ur¢ime ze vztahu (1.7.1) dosazenim za pfislusné konstanty
HO = 71km-s~1-Mpc = 2,30-10" 8571 a G = 6,67-10~ 1 m3kg-~1s2"". Je-li hmot-
nost jednoho nukleonu (protonu nebo neutronu) m, = 1,66-1072" kg (tzv. hmot-
nostni atomova jednotka), bude odpovidajici poc¢et nukleont v m3 !

3H2
n =
ntGmy

~ 5,7.

Kriticka hustota odpovid4 necelym Sesti nukleontim v 1 m3.

Pruvodce studiem

Jedna z ustfednich otézek kosmologie zni: bude se nas vesmir stale rozpi-
nat nebo se nékdy v budoucnu smrsti zpét do stavu podobného jako na po-
¢atku? Odpovéd dévaji hodnoty hustotnich parametri, jejichZz presné urdeni
predstavuje vyzvu mnoha experimentalnim projektim (Boomerang, 2dF Ga-
laxy Redshift Survey, Sloan Digital Sky Survey, Supernova Cosmology Project,
Wilkinson Anisotropy Probe). Konktrétni moznosti vyvoje vesmiru v zavislosti
na obsahu mnozstvi hmoty a energie vakua diskutujeme v nasledujici ¢asti.

1.8 Budoucnost vesmiru

Moderni kosmologie predpokladé, Ze vesmir se rozpina z velmi horkého, super-
hustého stavu, oznacovaného jako velky tresk nebo anglicky ,Big Bang® Jednou ze
zajimavych otazek, které muzeme zkoumat je, zda rozpinani vesmiru bude trvat
vécéné nebo zda se zastavi, vesmir dosdhne maximalniho rozméru a poté se zacne
znovu smrstovat a skoné¢i ,velkym krachem® (anglicky ,Big Crunch“). Rizné pii-
pady, jez mohou nastat, pfehledné znézornujeme v roviné Q,, a €, (zafeni, které
dominovalo kratkou dobu na poc¢atku vesmiru neuvazujeme). Rozpinani se ziejmé
zastavi, pokud d?a/dt* < 0 (neboli ¢ > 0) a tato podminka ziistava splnéna, dokud
da/dt =0 (resp. H = 0). Podle (1.7.8) tato situace vzdy nastane pro 2, < 0, nebot

potom

Q
=" 0, >0
4= >

a ve Friedmannové rovnici (1.7.6) lze nalézt a, pro néz H = 0.

Jestlize Q,, < 1, potom se rozpinani zastavi pro €2, < 0, ale nikoli pro €, = 0.
Protoze kladn4d hodnota Q, zvétsuje jak d?a/dt?, tak da/dt, vidime, Ze v tomto
pripadé se rozpinani ve smr§tovani také nezméni.

Kone¢né pii 2, = 1 také existuje maximélni hodnota €2, pfi které se rozpinani
jesté zastavi a prejde v kontrakei (viz obr. 1.11). V tomto limitnim p¥ipadé dospéje
vesmir do stavu, kdy ¢ = 01 H = 0, ktery odpovida tzv. Einsteinovu statickému

32

Je-li ), <0,
expanze se
jednou zmeént ve
smrstovdnd.


http://cmb.phys.cwru.edu/boomerang/
http://www.mso.anu.edu.au/2dFGRS/Public/
http://www.mso.anu.edu.au/2dFGRS/Public/
http://www.sdss.org/
http://panisse.lbl.gov/
http://map.gsfc.nasa.gov/

vesmiru® (v némz by tyto podminky platily po celou dobu). Upravou Friedmanovy

rovnice (1.7.6) se zapoctenim zavislosti hustoty energie prachu na expanznim fak-
toru (1.4.3)—(1.4.5) lze psat

3 2
ag kc
H? = H Qo =+ HiQu — 5

Z této rovnice lze pro t =ty vyjadrit
kc* = Hgag (o + Qv — 1)

a dosadit zpét, ¢cimz dostaneme
2 P a2 a2
H? 0 <a3 a2> 0 a? ( )

Podobné podminka ¢ = 0 podle (1.7.8) déava
3
QVO = 4S)m() (ao) .
2a

Dosazenim do (1.8.1) a zavedenim substituce a = ay/(2x) dospéjeme ke kubické
rovnici

1
47° —=3r+1— — =0. (1.8.2)
QmO

Podle definice x < 1, rovnici proto lze fesit pomoci goniometrické substituce r =
= cos 3. S vyuZzitim vzorce (viz napft. [1.35])

cos 33 = 4cos® f — 3cos 3

obdrzime z (1.8.2) postupné

1
cos3f = — (1 — Qmo> ,
(36-7) = 1- o
cos —n) = 1——,

QmO
oo (1- ) +3]

xr = cos|=arccos|1l— — =
3 Qmo 3]

Qo = 4Qm02° = 4Qy0 cos® [1 arccos (1 — 1) + K} (1.8.3)
vO0 mO0 m0 3 Qmo 3 . 0.

Posledni zavislost (ve zvétSeném méfitku) je také vykreslena na 1.11. Podrobnéjsi
rozbor této problematiky lze nalézt napf¥. v [1.11].

8Kosmologicka konstanta A byla Einsteinem zavedena pravé proto, aby ziskal staticky, nerozpi-

najici se model vesmiru. Po Hubbleovych pozorovanich, ktera rozpinani vesmiru prokazala, oznacil
FEinstein zavedeni A jako jeden ze svych nejvétsich omyld, dnes se vsak zdd byt omylem velmi
inspirujicim. . .

33

Pri Q, >0 je
teoretickych
moznosti vice,
dokonce

1 nerozpinajict
se Finsteiniiv
staticky vesmir.



Supernova Cosmology Project

3\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
Ef?ezsﬁlglkého Knop et al. (2003)
Spergel et al. (2003)
I Allen et al. (2002) |
9 |
Pozorovani
supernov
RS
B e 4
1 07»?’?\??\/ . ::,e » o
QV IR
CMB 1 Obr. 1.11: Znazornéni vysledku tii
P s riznych nezavislych meéfeni v ro-
4 stélese‘roipma/ o o
0 e arovat viné parametrd 2,0 a $2y9: pozo-
T amrstoval T (. o
iz se S rovani vzdalenych supernov [1.20],
kosmického mikrovlnného =zareni
- Clugters 1 (CMB) [1.37] a studia rozlozeni
4 . ’ ./
Y §°: hmoty ve skupinich galaxii [1.1].
<, G 17 ~ s .z
1k %, b G 4 | Vidime, Ze pozorovani konverguji
- 2 Qo 4
. “&”é&” .§¢-“’ 1 k hodnotam Q.0 = 0,3 a Q9 =
¥ s
L1 1| L1 1| ‘ L1 1| ‘ I ‘ Lo | re/\ \\k\'\ \7 :0’7‘ Upraveno pOdle [1.33]'
0 1 2 3
Qm
Shrnuti

Budoucnost vesmiru — vé¢né rozpinani versus budouci smrstovani, zrychlovani versus
zpomalovani expanze — 1ze jednoznacné predpovédét v zavislosti na hodnotach hus-
totnich parametri hmoty a vakua. Pro jejich soucasné nejpravdépodobné;jsi hodnoty
se vesmir bude stale rychleji rozpinat.

Pojmy k zapamatovani

e velky tresk
e velky kfach
e FHinsteiniv staticky vesmir

Kontrolni otazky

1. Jaké jsou nejpravdépodobnéjsi hodnoty hustotnich parametri Qo a o ?
2. Co z téchto hodnot plyne pro budoucnost Vesmiru?

Ukoly k textu
1. Ovéfte, ze pokud Q0 = 54/28, potom z rovnice (1.8.2) vychazi Qyo/Qmo =
= 1/54.
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2. Ukazte, ze pokud Q0 — 1 < 1, potom aproximaci rovnice (1.8.3) ziskdme

40,0 1\?
Qv = 1—
O oy < Qm0> ’

tj. stejny vysledek, jako kdybychom v rovnici (1.8.2) zanedbali kubicky ¢len.

Pruvodce studiem

Jiz v souvislosti s rudym posuvem jsme pripominali, Ze pozorovani vesmiru
je cestou do minulosti. Zejména u velmi vzdalenych objektt je dilezité urcit
dobu, kterou jejich svétlo potiebovalo k urazeni vzdalenosti k nadm. Pozorujeme-
li dnes objekty, jejichz svétlo bylo vyzafeno pred 10 a vice miliardami let (viz
obr. 1.5), ziskdvame konkrétnéjsi predstavu o formovéni galaxii, formovani prv-
nich hvézd apod. Diky rozpinani vesmiru a mozné kiivosti jeho geometrie vSak
urcovani ¢asi a vzdalenosti neni jednoduché. Nejpraktictéjsi je najit jejich vztah
k experimentalné dobfe definovanym veli¢indm: rudému posuvu z a hustotnim
parametrim.

1.9 Stari pozorovanych objektu

V této c¢asti odvodime vztah mezi rudym posuvem 2z svétla vyslaného vzdalenou
galaxii a Casem t, ktery svételny signal potieboval k prekonani vzdalenosti k nam.
Urcovani vzdalenosti pozorovanych objekti se pak budeme vénovat v nasledujici
podkapitole 1.10. Obé veliciny musi odrazet geometrii vesmiru a nutné proto zaviseji
na hustoté hmoty €2, (prachu popt. zafeni) i hustoté vakuové energie €2,.

Vyjdeme ze zavedeni Hubbleova parametru (1.5.2), jez pfepiSeme do tvaru

14
at = — ¢

==—. (1.9.1)

Ze vztahu (1.8.1) dale plyne

ad  ad a? a?
H_Ho\lQmo <g—g> + Qo (1—g> —i—%
a a a a

a z definice rudého posuvu (1.6.4) také

Qo . Qg
a= , a=—-—-5dz,
142 (1+2)

kde ay znaci soucasnou hodnotu expanzniho faktoru. Oznacime-li rudy posuv pozo-
rované galaxie z, a expanzni faktor v case vyslani svétla a., po dosazeni do (1.9.1)
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obdrzime [1.7]

1 da
At =ty —t, = ﬁ/ - (1.9.2)

@ a @\,
@n(‘ o (1= ) T 0

B 1/ dz
Ho ' (14 2) /o (1 + 2)* + Qoo + (1 — Qo — o) (1 + 2)°

Pokud bychom zapocitali i hustotu zafeni, ktera klesa s a podle vztahu (1.4.4) a je
popsana hustotnim faktorem €2, analogickymi ttvahami odvodime

Ze

1
At = 7/ dz . (1.9.3)
Ho ) (14 2) \/Quo (14 2)° + Q0 (1 + 2)* + Qoo + (1 — Q) (1 + 2)°

kde jsme oznacili 2y = Qo + 250 + 2y soucasnou hodnotu celkového hustotniho
faktoru zahrnujictho vSechny formy energie [1.30].

Protoze 1+ z > 0, bude Qo (1 + 2)° > Qumo (1 + 2)” a Qo < Qo (1 + 2)°, vétsi
Qmo vede ke zkraceni At, naopak vétsi kladné ), ma za nasledek vétsi At. Kva-
litativné tak miizeme posoudit vliv jednotlivych forem energie na stari samotného
vesmiru, jez je extrapolaci uvedeného vztahu. Numericky model vyvoje expanzniho
faktoru v zavislosti na ¢ase pro plochy vesmir (tj. o9 = 1) je zndzornén na obr. 1.12.

Shrnuti

Cas, za ktery k nam doputovalo svétlo ze vzdalenych objekttl, stejné jako staii
samotného vesmiru zaviseji na zastoupeni jednotlivych forem energie.

Kontrolni otazky

1. Jaky ma vliv pritomnost hmoty na stari vesmiru?
2. Jak miZe stari vesmiru ovlivnit energie kosmologickd konstanta?

Cvideni

1. Ukazte, Ze pokud by vesmir obsahoval pouze energii vakua 0 < €2, < 1, potom
z rovnice (1.9.2) s pocateéni podminkou a(t = 0) = 0 ziskdme rovnici

1- QVO
QVO

a = Qg

sinh ( Qv0H0t> .

Vysetiete limitni pripady Q2,9 — 0 a Q,9 — 1.
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Obr. 1.12: Rekonstrukce a mozné ptfedpovédi rozpindni (popf. budouciho smrstovani)
vesmiru z vysledki méfeni vzdélenych supernov (data zndzornéna cernymi body) pro
plochy vesmir s eukleidovskou geometrii. Soucasna hodnota expanzniho faktoru je preskéa-
lovana na hodnotu ayg = 1, takze a = 1/(1 + z). Kiivky v oblasti s modrym pozadim
predstavuji modely, u nichz pievazi vliv kosmologické konstanty a rozpinani se bude zrych-
lovat. Kfivky v oblasti se zlutym pozadim odpovidaji modeltim, u nichz se rozpinani bude
zpomalovat, u poslednich dvou modeli nakonec dojde ke zp&tnému smrstovani. Upraveno
podle [1.33].

ResSeni

1. Z rovnice (1.9.2) pfi Qo = 0 plyne

2 2

ap ap

ay o |l=—5 ]+~
a a

nebo — zavedeme-li proménnou u = a/ay

Hgdt:

du
\/1 - QvO + S‘lvOu2 .

Vzhledem k pocateénim podminkdm v zadani tllohy miizeme psat

Hydt =

t u du
Ha:/ ,
0/ ° 0 \/1 - QvO + QVOU2
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coz vede k vysledku

Hot: \/Qvou >_ 1

1
argsinh =
\/QVO & (Vl_QVO \/Qv

Obracena zavislost potom ma tvar ze zadani ulohy

/1 -Q [
a = Qg Q OVO sinh ( QVOHot) .

Ztejmeé pokud 2,9 — 0,

(itea)
argsinh

V1 =10 ao

sinh (@H@) ~ \/Q>V0H0t

a a — agHyt, naopak pokud 2,9 — 1, potom

" inh QVO a
X argsin —— — | — OQ.
& \/1 — QVO Qo

Takovy model vesmiru by existoval nekonecné dlouho a nezacinal by velkym
tfeskem (viz leva horni ¢ast obr. 1.11).

Pruvodce studiem

Pracujeme-li v astronomii s jednotkou svételny rok (1ly), chapeme ji jako
vzdalenost urazenou svétlem ve vakuu za jeden rok. Na prvni pohled by mélo
sta¢it vynasobit pravou stranu rovnice (1.9.3) rychlosti svétla ve vakuu ¢ a
zjistili bychom vzdélenost objektu s prislusSnym rudym posuvem. Jenze presné
vzato tak jednoduché to neni! Protoze nas vesmir nema geometrii prilis odlis-
nou od Euklidovy, pro blizsi galaxie a pfiblizné to sice plati a nékdy je dokonce
takovy odhad i postacujici. Chceme-li vSak studovat Hubbleovy diagramy a
zkoumat, jakym hustotnim parametrim odpovidaji, musime se timto problé-
mem zabyvat detailnéji.

1.10 Fotometricka vzdalenost a Hubbleovy
diagramy

Hubbleovy diagramy znazornuji zavislost vzdalenosti pozorovaného objektu, resp.
jeho hvézdné velikosti, na rudém posuvu z a poskytuji detailn€jsi obraz vlastnosti
vesmiru na velkych vzdalenostech. Zpocatku, ve 30-ych letech 20. stoleti pfesné
odpovidaly Hubbleovu zakonu (1.5.1) s konstantnim Hubbleovym parametrem H.
Novéjsi data ziskand nap¥. v ramci ,,Supernova cosmology project® [1.20, 1.33] za-
hrnuji pozorovani mnohem vzdalenéjsich objekti a ukazuji, ze rozpinani vesmiru se
skutecné s Casem méni.
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Rychlost, z jakou se od nas vzdaluji daleké galaxie ur¢ujeme z rudého posuvu
spektréalnich ¢ar (viz ¢éast 1.6). Zatimco rudy posuv je mozné zmétit s pomérné vy-
sokou pfesnosti, mezigalaktické vzdalenosti musime urcéovat neptimo. Nejcastéji se
vyuziva fotometrickych zédkont: skutecnosti, ze intenzita osvétleni (obecné ozéfeni)
néjaké plochy klesa se ctvercem jeji vzdalenosti od zdroje. Pokud bychom znali svi-
tivost vzdaleného zdroje, potom bychom zméfenim svételného vykonu dopadajiciho
do nasich méficich pristroji mohli urcit jeho vzdalenost. K takovym méfenim se
pouzivaji tzv. standardni svicky (,standard candles“), tj. objekty, jejichz absolutni
svitivost uréujeme z jinych, nezavislych fyzikalnich vlastnosti (viz obr. 1.13). Vlivem
rozpinani vesmiru a moznému zakfiveni jeho geometrie se takto urcena, tzv. foto-
metrickd vzddlenost, lisi od pouhého soucinu cAt, kde At je ddno vztahem (1.9.3)
nalezenym v pfedchazejici podkapitole 1.9.

Pro sifeni signédlu z (1.6.1) ziskdvame [1.15, 1.30]
to

/cdt_]e dr
J alt) Ik ©

e

(1.10.1)

Analogickymi tvahami jako pfi odvozeni (1.9.3) vypocitame integral na levé strané

c 7 dz
aH/ 3 4 2
0 0§ Qo (14 2)° + Qo (14 2)" + Quo + (1 — Q) (1 + 2)

(1.10.2)

Integral na pravé strané (1.10.1) dava rtzné vysledky pro rizné hodnoty k, coz
odrazi vliv geometrie vesmiru na $ifeni svételnych signala [1.15, 1.19]

re=siny prok =1,
Te =X pro k =0,
re =sinhy prok = —1.

(1.10.3)

Oznacime-li L absolutni svitivost zdroje (celkovy vyzareny vykon) a F jeho zdan-
livou svitivost (zafivy tok, tj. vykon zafeni dopadajici v misté pozorovatele na jed-
notkovou plochou kolmou na smér §ifeni zafeni), potom v plochém prostoru pro
fotometrickou vzdalenost dy, plati [1.15, 1.17]

L

7= Ard?

(1.10.4)
Nachazi-li se zdroj v misté s ,,comoving“ soufadnici r. a vysle signal v case t,,
dopadne svétlo v soucasnosti (tj. v ¢ase ty) na plochu

S = drnagr;

e je pritom obecné déno vztahy (1.10.3). V disledku kosmologického rudého po-
suvu (1.6.4) vSak bude energie kazdého fotonu namisto hc/A. rovna hc/Ng =
= hc/[Xe (1 + 2)]. Diky poklesu frekvence zareni fotony vyzafené v intervalu At,
dopadnou do mista pozorovani v intervalu

Ato = Ate (1 + Z)
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Obr. 1.13: Supernova 1994Dna okraji galaxie NGC 4526 je prikladem supernovy typu la,
jejichz kulminacni jasnost prevysi svitivost celého jadra galaxie; proto lze supernovy pozo-
rovat i ve velkych vzdéalenostech. V tomto pripadé se z kosmologického hlediska divame ,,za
humna“ priblizné 20 Mpc. Supernovy typu Ia jsou prikladem standardnich svicek, u nichz
byla empiricky zjisténa zavislost mezi kulminac¢ni svitivosti a dobou poklesu jasnosti [1.33].

Pro zarivy tok v misté pozorovani pak vychazi

B L
 dnadr? (1+ 2)?

a srovnanim s (1.10.4) pro fotometrickou vzdéalenost odvodime
d, = reag (14 2), (1.10.5)

kde za r. opét musime dosadit z (1.10.3) a (1.10.2).

Pro malé rudé posuvy priblizné do hodnoty z ~ 0,4 vystacime s uzitecnou aproxi-
maci. Rozvineme-li expanzni faktor a(t) v Taylorovu fadu v okoli sou¢asné hodnoty
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a(to) ,
(t—to) + da

(t—to)* + ...
. dt?

0

da
t) =~ alt —
alt) ~ a(to) +

a dosadime podle (1.5.2) a (1.7.7)

a(t) ~ alty) [1 4+ H (t — to) — ;qug (t—to)* + .. ]

S pouzitim (1.10.5) pak dospé&jeme ke vztahim [1.17]

c 1
dL:_[Y()|:2+2(1_qo)z2+:|
respektive
H, 1 Hy , }
=— |d —(1 —d coll
: C{LJFQ( +qo)c Lt

U c¢lent vyssich 1adt se jiz projevuje zakiiveni geometrie a situace je mnohem kom-
plikovanéjsi [1.17]. Pro malé z ~ v/c pak v 1. pfibliZzeni dostavime Hubbletv z&-
kon (1.5.1). Dodejme, ze Edwin Hubble pfi svych méfenich z roku 1929 pozoroval
galaxie se z ~ 0,003.

Pti samotnych pozorovanich pracujeme obvykle namisto fotometrické vzdalenosti
s historicky zavedenymi hvézdnymi velikostmi neboli magnitudamsi, i kdyz v pripadé
kosmologie nejde o pozorovani hvézd, nybrz galaxii. Magnitudy byly zavedeny jiz
ve starovéku Ptolemaiem a Hipparchem a odréazeji zkuSenost, ze nase fyziologické
vijemy jsou umérné logaritmu intenzity podnétu (dnes se vSak uz pouze na lidské
smysly zdaleka nespoléhame). Absolutni hvézdna velikost (magnituda) M je defino-
vana vztahem
L
Lo
kde Lo = 3,85-10%0 W je zafivy vykon Slunce, relativni hvézdnd velikost (magnituda)
pak
f
)+
F ®v10pc
kde Foyi0pe = 3,21-107 1 W-m™2 je zafivy vykon Slunce, ktery by dopadal na jed-
notku plochy, pokud by se nachézelo ve vzdalenosti 10 pc. Obecné je proto zdanliva
magnituda objektu rovna jeho absolutni magnitudé, kterou by mél ve vzdalenosti

10 pc od nas. Rozdil
dy,
— M =51 —
m o (195

nazyvany modulem vzddlenosti je astronomickym vyjadienim vztahu (1.10.4). Pfi-
klad zavislosti magnitudy na rudém posuvu pro vzdéalené supernovy je na obr. 1.14.
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Obr. 1.14: Piiklad Hubbleova diagramu, tj. zavislosti pozorované magnitudy na rudém
posuvu z, odpovidajici datiim ziskanym pozorovanim supernov typu la. Pro z = 0,1
(odpovida vzdalenosti asi 10y se zacinaji kfivky lisit v zavislosti na predpokladanych
hodnotach hustotnich parametrit Q2,9 a Q. Cervené kiivky odpovidaji modelim bez
kosmologické konstanty Qy9 = 0, a hodnotdm Q0 = 1 az Qo = 0 (prazdny vesmir).
Naméfenym datim nejlépe odpovidéd modra krivka s hodnotami 2,9 ~ 0,3 a Qo ~ 200,
coz podle rovnice (1.7.8) znamend, Ze se rozpinani vesmiru v soucasné dobé zrychluje.
Upraveno podle [1.33].

Shrnuti

Vlastnosti vesmiru na velkych vzdalenostech dobie charakterizuji Hubbleovy dia-
gramy, tj. zavislosti vzdalenosti galaxii na rudém posuvu. Méfeni vzdalenosti pied-
stavuje v kosmologii velky problém, vétSinou pracujeme s tzv. fotometrickou vzda-
lenosti, pii samotnych pozorovanich i s hvézdnou velikosti neboli magnitudou. Také
z Hubbleovych diagramii pro supernovy ve vzdalenych galaxiich vyplyva, ze rozpi-
nani vesmiru se v soucasné dobé zrychluje.

Pojmy k zapamatovani

Hubbletv diagram
standardni svicky
fotometricka vzdalenost
hvézdné velikost (magnituda)
modul vzdalenosti
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Kontrolni otazky

1. Jakou zavislost predstavuji Hubbleovy diagramy?
2. Jak zavddime absolutni a relativni magnitudu?

Cviceni
1. Ve spektru kvasaru 3C 273 je emisni ¢ara vodiku Hg o laboratorni vinové délce
486,1 nm posunuta o 77,8 nm smérem k dlouhovlnnému konci spektra. Urcete
a) vzdalenost kvasaru,
b) linearni rozméru kvasaru, jestlize jeho thlovy pramér ¢ini 0,24”,
c) velikost vytrysku z kvasaru, jehoz tthlova velikost je 19,5”,
)

d) zarivy vykon kvasaru, jestlize absolutni bolometricka hvézdna velikost je
—25mag [1.38].

2. Zarivy vykon kvasarti dosahuje 10%° W. Fyzikalni podstata procesti umoznujicich
uvolnovani tak obrovské energie neni dosud definitivné objasnéna. Vypoctéte,
jaké mnozstvi hmoty v jednotkach M za rok by se muselo pfeménit, aby pokrylo
tento vykon

a) pri termonukledrni reakci s u¢innosti n = 0,01,
b) pii akreci na ¢ernou diru s G¢innosti n = 0,2 [1.38].

3. Sitka ¢ary Hg ve spektru jadra seyfertovské galaxie je zhruba 3nm. jaké jsou
charakteristické rychlosti pohybu mraden plynu v jadie takové galaxie [1.38]?

4. Radiovy zdroj v jadie aktivni galaxie mé thlovou velikost 0,001”, kosmologicky
rudy posuv je z = 0,5. Odhadnéte linedrni rozméry zdroje v pc [1.38]. Uvazujte
Hubbleovu konstantu Hy = 71 km-s~'-M~!pc.

Reseni
1. a) Ze zadani A = 486,1nm, A\ = 77,8nm, z = AA/\ =~ 0,16. Mizeme proto

pouzit pfiblizny vztah z = v/c, neboli v = cz. Z Hubbleova zdkona (1.5.1)

v ~ Hyd a konec¢né

d_i_z_A)\c
 Hy H, MH,

coz pro Hy ~ T1km-s~1-Mpc ' davé d ~ 674 Mpc.
b) Pro tihel a = 0,24” ~ 1,16-10~° rad vych4zi linedrni rozmér

lo = da = 782 pc.
c¢) Analogicky pro tihel 3 = 19,5” ~ 9,45-107° rad vyjde
lg = dB ~ 63,7 kpc.
d) Z rovnice (1.10.6), kde polozime M = —25 odvodime
L = 10@WM=M)/25 [ _ L9-04M [

po dosazeni zafivého vykonu Slunce L, = 3,85-10%¢ W vychézi zafivy vykon
kvasaru L = 3,03-103* W.
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2. Vyjdeme z Einsteinova vztahu mezi hmotnosti a energii £ = Lt = nAmc?, odkud
dostavame

Lt
a) Amy = — = 3,53-10" kg ~ 177 Mo,
nc

Lt
b) Amy = — =1,76-10" kg ~ 9 M.
n

2
3. Ze zadani plyne 2A\ = 3nm, vlnova délka ¢ary Hg = 486,1 nm. Koeficient 2 u AX
vyjadiuje skutecnost, ze plyn se pohybuje jak smérem k nam, tak od nas, pohyb
v jednom sméru tak statisticky zodpovida za polovinu rozmazani spektralni cary.
Podle vztahu (1.6.3) déle plati

AN
2= ~0,0062 < 1

1

MiiZeme proto opét pouZit ptiblizny vztah z ~ v/c a pro ¢ ~ 3-108 m-s~! vychézi

v=cz= CT ~9,23-10°m-s .

4. Vzhledem k velké hodnoté rudého posuvu musime pouzit relativisticky vztah

14+ 2=

V kombinaci s Hubbleovym zakonem (1.5.1) v & Hyr a vlastnosti ahli v radia-

nech d ~ ar (pfesné rovnost by platila v plochém prostoru) vychézi
dzaizgi(l—i_zy_l.

H() Ho (1 -+ 2)2 —+ 1

Pro zadané hodnoty o = 0,001” = 4,85-10 ?rad, ¢ = 2,99-10°km-s™*, 2 = 0,5 a

Hy = 71km-s~1-M~!'pc pod dosazeni obdrzime

d ~ 7,86-107% Mpc = 7,86 pc.

1.11 Zavér

V této kapitole jsme nastinili zdkladni predstavy moderni relativistické kosmo-
logie, zakladni scénafe mozného vyvoje vesmiru i vysledky nejnovéjsich méteni
jeho zakladnich observacnich parametri. V nasledujicich letech mutizeme oceka-
vat dalsi, presnéjsi a dikladnéjsi pozorovani, kterd bezpochyby nase porozuméni
vesmiru prohloubi a piinesou i nejedno piekvapeni. Ctendie s hlubsim zajmem
o tuto problematiku mizeme odkazat na mnoho zajimavych monografii: od popular-
nich [1.2, 1.3, 1.13, 1.14, 1.34, 1.39] az po odborné [1.17, 1.27, 1.29, 1.30, 1.32, 1.38].
Rec¢eno slovy amerického nositele Nobelovy ceny S.Weinberga: ,sili pochopit
vesmir je jednou z velmi mala véci, kterd zveda lidsky zivot trochu nad troven
frasky a dava mu néco z krasy tragédie“ [1.39].
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Kapitola 2

Zaklady kvantové informace

Studijni cile: Dozvime se pro¢ se lidé zacali zabyvat otazkami kvantové informace
a komunikace, co to jsou qubity a kvantova hradla, jaky je princip kvantového
pocitace a k ¢emu by mohl byt dobry, jak funguje kvantova kryptografie ¢i kvantova
teleportace.

Klicova slova: Kvantovy bit, qubit, kvantové hradlo, kvantovy pocita¢, kvantové
provazané stavy.

PotFfebny cas: 450 minut.

2.1 TUvod a néco z historie

2.1.1 Mooruv zakon

Nase vypocetni moznosti neustale rostou. Kvantitativné to vystihuje tzv. Moo-
rav zakon: mnozstvi tranzistorti které dokazeme umistit na jeden ¢ip se zdvojnasobi
zhruba kazdy rok a ptl. Toto pravidlo v jesté optimistictéjsi podobé - zdvojnasobeni
kazdy rok - formuloval Gordon Moore, spoluzakladatel firmy Intel roku 1965. Napsal
tehdy, Ze tento trend bylo mozné pozorovat nékolik dosavadnich rokt a predpové-
dél, ze jesté par let by to tak meélo jit dal. Za deset let bychom se pry méli dostat
z tehdejsich Sedesati tranzistori na neuvéritelnych Sedesat tisic. Moore sviij odhad
pozdéji zmirnil na zdvojnasobeni kazdé dva roky, ale sim neocekaval platnost vytce-
ného pravidla po delsi dobu nez néjakych deset ¢i patnact let. Uplynulo ¢tyticet let
a jak si mizeme ovérit, exponencialni nartist poctu tranzistorti se nezastavil. Napfti-
klad roku 1989 obsahoval mikroprocesor Intel486 1,2 miliont tranzistor, roku 2004
udava Intel pro sviij Itanium mikroprocesor 590 milionti tranzistori. To je témér
devét zdvojnasobeni béhem patnéacti let, ¢ili zdvojnasobeni kazdy rok a osm mésict.

Jednoho dne se ale rostouci exponencidla musi zastavit. Velikost atomu je jisté
principidlni prekazka - tranzistor miize byt sotva mensi nez jeden atom. Nejspise ale
jesté drive narazime na jiné tézkosti - snad to bude nase schopnost odvadét odpadni
teplo, mozna to budou ekonomické bariéry. Kdy se dnesni exploze zastavi? Bude
trvat jesté deset nebo patnéct let? Af uz ji zastavi cokoliv, jesté nékolit roka bude
vyvoj v ruznych oblastech fyziky poméhat v udrzeni platnosti Moorova zakona. Ale
na véky to zfejmé nepujde.
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2.1.2 Limity vypocetnich mozZnosti
Kvantové mechanické modely

I kdyz je rist moznosti vypocetni techniky impozantni, existuji problémy, se
kterymi si nase pocitace sotva kdy poradi. Jednim z nich je numerické modelovani
vétsich kvantové mechanickych systémi. Problémem je jiz pouhé zadani stavu do
paméti pocitace. Zatimco v klasické fyzice je stav popsan zadanim polohy a hyb-
nosti (tedy dvou vektorii) pro kazdou ¢astici, v kvantové mechanice se stav popisuje
pomoci vinové funkce. Tato funkce ma tolik argumenti, kolik stupnii volnosti ma
cely systém.

Predstavme si jednu ¢astici, pohybujici se v jednom rozméru. Klasicka fyzika po-
tfebuje na popis jejiho stavu dvé redlné ¢isla (polohu a hybnost), kvantova fyzika
musi zadat komplexni ¢islo pro kazdy bod. Reknéme, Ze pro numerickou simulaci si
vystacime s rozdélenim tsecky, podél které se ¢astice pohybuje, na 100 dilk. Ve sto
bodech musime zadat hodnotu vlnové funkce - tedy jeji redlnou a imaginarni ¢ast.
Ptedpokladejme, ze pro kazdou z nich nam staci presnost dané paméti jednoho bytu
- ¢ili 8 bit1, tedy presnost omezena na zhruba tii platné cislice. Pro jednu dimenzi
tedy potfebujeme zhruba 200 byti. Budme velkorysi a feknéme, Ze se spokojime
jen se 100 byty. Pokud uvazujeme dvourozmérny pohyb castice, musime zadat jeji
vlnovou funkci na siti 100 x 100 bodu. Pti pozadované presnosti to znamena 10 tisic
bytil, coz je stale hravé zvladnutelné. Pro t¥irozmérny pohyb je to 1003 = 10°, tedy
milion byti. Stéle je to fesitelné i na bézném notebooku. Uvazujme ale nyni dvé ¢as-
tice v trirozmérném prostoru. Konfiguracni prostor tohoto systému je Sestirozmérny
a na jeho popis uz potfebujeme 100 = 102 byti, tedy zhruba terabyte. Nase podi-
tace uz dostavaji zabrat. Zajima nas kvantovémechanicky problém tii interagujicich
Castic ve tfech rozmeérech (tfeba elektrony v atomu lithia)? Pro numerickou simulaci
potiebujeme 100° = 10*® bytt a to je jiz nad nase moznosti.

Podobné se do problémii dostaneme i pfi studovani mnohem jednodussich sys-
témt - napiiklad spint elektront. Spin elektronu (jeho vnitini moment hybnosti)
muze nabyvat jen dvou projekci do kazdého sméru. Reknéme, zZe méfime priamét
spinu do osy z: muZeme dostat hodnotu bud +% nebo —h. Kazda z téchto dvou
hodnot odpovidd moznému stavu spinu. Tyto stavy si muzeme oznacit jako | T) a
| |). Kromé toho se vSak podle zakoni kvantové mechaniky kazdy spin miize nacha-
zet v libovolné superpozici téchto dvou stavi, tedy ve stavu [¢)) = «| 1) + 3| |), kde
a a 3 jsou dvé komplexni ¢isla splnujici |a|? + |3?| = 1 (o vyznamu téchto &isel a
jejich vlivu na vysledky méfeni se dozvime vice v nasledujicich kapitolach). Zadani
téchto dvou c¢isel definuje stav jednoho spinu. Pokud budeme mit za kol popsat
stav dvou spintd, musime zadat ¢tyfi koeficienty v superpozici

) = i T1) + ao| T1) +as| 11) +aal []). (2.1.1)

Pfi celkovém poc¢tu N spinti to predstavuje 2V koeficient. Moznost numerického
modelovani interagujicich spint (coz je dilezité napiiklad pro studium magnetickych
vlastnosti latek) tak velice rychle klesa s po¢tem uvazovanych spint.
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Pruvodce studiem

Trochu to pfipominé povést o vynélezci Sachu. Kdyz se ho kral zeptal, jakou
odménu si zada za autorstvi tak zasné hry, vynalezce si pry fekl o par zrnek
obili. Na prvni policko Sachovnice necht krél polozi jedno zrnko, na druhé dvé,
na treti ¢tyri a na kazdé dalsi dvojnasobny pocet toho, co bylo na predchozim
policku. Na celou $achovnici by to predstavovalo 264 — 1 zrnek. Ackoliv se na
prvni pohled mohlo zdat, Ze se jedna o smésné malou odménu, mohl ji kral stézi
splnit. Vysledné mnozstvi fadové tisickrat pfesahuje soucasnou roc¢ni svétovou
produkci psenice.

K podobné beznadéji ptrijdeme pfi snahach modelovat kvantové mechanicky vy-
voj systémi slozenych z vice ¢astic. Sice mizeme dostat fadu uziteénych vysledkt
pouzitim rtznych aproximaci a zjednodusujicich predpokladii, na sledovani libovol-
ného stavu ale nase moznosti nestaci.

»Slozité“ problémy

Kromé modelovani kvantové mechanickych systémut znad matematika fadu tloh,
které se s rostoucim vstupem stavaji stale hiite fesitelné tak, ze velmi rychle presah-
nou moznosti i téch nejlepsich pocitach. Typickym prikladem je problém obchodniho
cestujicicho: mame zadano N mést, kterd se maji navstivit. V jakém poradi mésty
projedeme, aby byla urazena cesta nejkratsi? Dalsi priklad by se dal popsat jako
ukol ubytovat N studentii ve ¢tyflizkovych pokojich na kolejich s tim, ze kazdy stu-
dent uvede nékolik pozadavkl s kym nesnese, aby byl na pokoji. Dilezitou tlohou,
jejiz slozitosti vdécime za bezpecny pfenos dat, je faktorizace velkyjch cisel. Pokud
budete mit za tikol rozlozit na prvocinitele ¢islo 119, budete za chvilku hotovi, ale u
¢isla 16637 uz to pijde déle. S rostoucim poctem ¢islic se tento problém rychle stane
neresitelnym i pro nase pocitace. Kédovani pomoci velkych ¢isel, kde kli¢ predsta-
vuje znalost jejich prvocinitelt, je zakladem nékterych dnesnich kryptografickych
systému (o principu tzv. RSA kdédu se mizeme doéist v pfiloze B).

2.1.3 Af poéita kvantovy systém!
Kvantové superpozice

Skepse nad nemoznosti vyuzit nase poc¢itace k simulaci kvantovych systému se ale
dé obratit. V osmdeséatych letech s timto ndpadem pfisel Richard Feynman (nositel
Nobelovy ceny za fyziku z roku 1965 za kvantovou elektrodynamiku a autor vyni-
kajicich ,,Feynmanovych prednasek z fyziky“ [2.1]). Kazdy pocitac je konec konctt
fyzikalni systém a pocitani je fyzikalni proces. VSechny dosavadni pocitace vsak k
reprezentaci Cislic a jejich zpracovani vyuzivaji pouze zakony klasické fyziky (to, ze
déje uvnitt tranzistoru atd. jsou ve své podstaté kvantové, tu nehraje roli). Pokud
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bychom ale vyuzili vSech moznosti, které nam dava kvantova mechanika, vypadalo
by pocitani podstatné jinak.

V ,klasickém® pocitaci (tedy v tom, ktery pracuje na zékladé klasické fyziky)
miize byt kazdy bit ve stavu 0 nebo 1. Soubor N bit odpovid4 2V moznostem, v
jakych stavech tento soubor miize byt. Pokud bychom vsak vyuzili kvantové mecha-
niky, vime, ze podle principu superpozice se kazdy systém muze nachazet v libovolné
superpozici jakychkoliv jinych pfipustnych stavii. S N kvantovymi bity mtizeme tedy
pracovat s mnohem vice nez s 2%V stavy—mame k dispozici i jakoukoliv jejich super-
pozici.

Pruvodce studiem

Princip superpozice je jednim ze zakladnich principi kvantové fyziky: po-
kud miize byt systém v jednom stavu nebo ve druhém, miize byt i v jakékoliv
superpozici téchto stavi. Erwin Schrodinger, jeden ze zakladatel kvantové fy-
ziky dospél k nazoru, ze z tohoto principu vyplyvaji disledky, které se prici
zdavému rozumu—a uz malem chtél kvantovou fyziku zavrhnout. Napriklad ra-
dioaktivni jadro mize dojit po urcité dobé do superpozice stavii ,nerozpadlé
jadro“ a ,nové jadro a alfa castice“. Jenze alfa castice muze spustit Tetézec
reakci v Geiger-Miillerové pocitaci, proudovy impuls pak miize spustit pekelny
stroj, ktery rozbije ampuli s jedem a jed usmrti kocku. Pokud muze byt atom
v superpozici stavi (tj. zdrovern v jednom i druhém stavu), mize byt v takové
superpozici i sama kocka—ziva a mrtva zaroven—a to je podezrelé!

Uvazujme napiiklad pouhé dva bity. Jejich hodnoty si mizeme oznagcit jako (0,0),
(0,1), (1,0) a (1,1), pfipadné v desitkové soustavé jako 0, 1, 2 a 3. V kvantové fyzice
by témto hodnotdm odpovidaly napiiklad orientace dvojic spini, které odpovidaji
staviim oznacenym jako |0), |1), |2) a |3). Kromé téchto stavi vSak kvantové me-
chanicky systém muze byt v mnoha jinych stavech, napiiklad

1 1
) = %|O>—ﬁ’2>,

) = S+,
vs) = 50+ 1) +il2) — [3)),
) = 50— 1) +12) - 13)),

Snadno si predstavime, ze moznosti, do jakého stavu nas systém umistit, s rostoucim
poctem biti rychle ptribyva. Mizeme toho ale néjak vyuzit pro nase pocitani?

Deutschova uloha

Nebylo pfilis jednoduché najit konkrétni priklad, kdy by vyvoj kvantového sys-
tému mohl predstavovat vypocetni algoritmus, ktery by byl efektivnéjsi, nez stan-

50



dardni algoritmy. Jednim z nich je tzv. Deutschova tloha. Pfedpokladejme, Ze kolega
mé v pocita¢i zadanou funkci proménné = € {0,1}, kterd mize nabyvat hodnot 0
nebo 1. Celkem existuji ¢tyfi takové funkce: fi(z) = 0, fo(z) = 1, f3(z) = = a
fa(z) = 1—2. My zatim nevime, o kterou funkci se jednd, mizeme ale do ni dosazo-
vat a ptat se na vysledek. Reknéme, Ze mame odpovédét ano ¢ ne na otazku, zda je
zadana funkce konstantni. Pokud bychom méli takovouto funkci naprogramovanou v
bézném pocitaci, museli bychom do ni dosazovat celkem dvakrat. Kdyz vsak budeme
kédovat informaci pomoci kvantovych stavii a vyuzijeme principu superpozice, staci
pouze jediné dosazeni.

Shorova faktorizace

Ackoliv po Deutschové tloze prislo jesté nékolik dalSich jednoduchych schémat,
kde byl kvantovy pristup efektivnéjsi nez s klasickymi algoritmy, néjakou dobu to
byly spise jen teoretické hiicky, u nichz nelze ocekavat néjakou praktickou aplikaci.
Prelom nastal roku 1994, kdy Peter Shor z telekomunikacnich laboratori AT&T pu-
blikoval algoritmus, ktery by na kvantovém pocitac¢i dokazal efektivné faktorizovat
velké ¢isla (internetové pristupné verze viz [2.4]). Realizace takového algoritmu by
méla zasadni dopad na bezpecnost prenosu kédovanych informaci, protoze bézné
uzivané kédy jsou zalozeny na slozitosti faktorizace velkych ¢isel. Jak takovy algo-
ritmus funguje se dozvime v kapitolach 2.4 a 2.5.

Groverovo vyhledavani

Jinym ptikladem efektivity kvantového zpracovani informace je Grovertiv vyhle-
davaci algoritmus. Ve svém clanku z roku 1997 nazvaném ,Kvantovd mechanika
poméha hledat jehlu v kupce sena“ [2.6] pfisel L. K. Grover z Bellovych labora-
tori s efektivnim postupem vyhledavani v rozsdhlych databazich. Predstavme si,
ze neznama kraska nam zanechala své telefonni ¢islo a my si nemuzeme vzpome-
nout na jeji jméno. Muzeme vzit telefonni seznam a probirat jedno ¢islo po druhém.
Kolik zaznamti musime precist, nez padneme na ten spravny? Sice mizeme mit
Stésti a byt ispésni hned napoprvé, muzeme vsak byt smolaii a z N zaznami projit
v8echny. V priméru vSak budeme muset ¢ist N/2-krat. Groveruv kvantovy algorit-
mus umoziiuje, aby se pocat ¢teni omezil na fadové v N. Tedy pokud mé seznam
milién polozek, nemusime jich precist 500 000, ale staci jen zhruba tisic. O principu
Groverova algoritmu se dozvime v kapitole 2.6.

Modelovani kvantovych systémaii

Zajimavym vysledkem je i nalezeny zptsob, jak kvantovym pocitacem modelo-
vat evoluci kvantovych systémi. Presnéji feceno, jakym zptisobem z elementarnich
kvantovych ,procesorti sestavit predem zadany evoluc¢ni operator popisujici zkou-
many kvantovy systém.
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2.1.4 Problémy konstrukce kvantového pocitace
Kiehkost kvantovych bitu

Jakkoliv nalezené kvantové algoritmy vypadaji slibné, zasadni problém spociva
v tom, jak takovy pocitac fyzicky sestrojit. Kvantové bity (zvané qubity) jsou bud
velmi citlivé na rusivé vlivy okoli, anebo je znacné obtizné je prinutit, aby spolu
navzajem ,mluvily“. Prvni problém lze ilustrovat na tomto piikladu: bit miize byt
realizovan tfeba jako jeden ze dvou spinovych stavi néjakého atomu drzeného v
pasti (muze jit napfiklad o iont udrzovany na svém misté vhodnym elektrickym
polem, nebo neutralni atom zachyceny v tzv. optické mfizce, stojaté viné tvorené
interferujicimi laserovymi svazky). Reknéme, %e pokud spin valen¢niho elektronu
mifi dold, znamené to logickou nulu, zatimco spin mifici vzhiiru znamena logickou
jednicku. Potfebujeme pfipravit a udrzet qubit ve stavu %(|0> +11)). Elektron vsak
méni sviij spin pod vlivem vnéjsiho magnetického pole—a to mtize byt zpiseobeno
tfeba okolnimi atomy. Bez nasi kontroly tak mize dojit tfeba k tomu, Ze se nula
preklopi na jednicku a naopak. Pokud takovémuto preklapéni néjak zabranime, stale
jesté snadno muize dochéazet k fazovym posuviim: vstupni superpozice se zméni na
%(|0) + €?|1)), kde ¢ je n&jakd nezndmd faze, dand konkrétni interakci atomu s
okolim. Vysledny stav qubitu je tedy odlisny od vstupniho a na vystup z pocitace
se pak v zadném pripadé nemtzeme spolehnout. Musime tedy hledat zptsob jak
systém qubitii co nejlépe izolovat od okoli, pripadné jak korigovat drobné chyby,
které se v prubéhu casu vyskytly. Oba pfistupy jsou dnes v centru intenzivniho
védeckého vyzkumu.

Pruvodce studiem

V kiehkosti kvantovych superpozic spoc¢iva jedna z odpovédi, pro¢ nepozoru-
jeme , Schrodingerovy kocky“, tedy superpozice riznych stavi (zivy a zaroven
mrtvy) u makroskopickych objektti. Vlivem i nepatrné interakce s okolim (na-
ptiklad mistnost s koc¢kou opusti jediny foton) se systém dostava do jednoho
z mnoha ,normalnich“ stavii. Uchovani neporusenych superpozic mnohaqubi-
tovych stavii (mnoho qubitii je skoro makroskopicky objekt) je pak jednou z
hlavnich vyzev pro realizaci kvantového pocitace.

Nesnadna interakce mezi qubity

Nekteré systémy kvantovych bitti jsou naopak pomérné robustni. A¢ se to ne-
zda, patii k nim tfeba svétlo. Qubit miizeme realizovat pomoci polarizace jediného
fotonu. Pokud bude elektrické pole horizontalné leticiho fotonu kmitat vodorovné
(<), bude to znamenat logickou nulu, svislé kmiténi () bude znamenat jednicku.
V prithledném prostiedi se takovy foton muze $ifit na veliké vzdalenosti aniz by se
jeho polariza¢ni stav néjak narusil. Problém vsak je pfinutit fotony interagovat: jak
dosédhnout toho, aby polariza¢ni stav jednoho fotonu ovlivnil polarizaci druhého fo-
tonu? Néco takového je ale nezbytné nutné, pokud bychom chtéli postavit ,fotonovy
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kvantovy pocitac“ s polarizacnimi qubity. I zde je spousta zajimavych otazek, které
¢ekaji na své vyteseni.

2.1.5 Jiné aplikace kvantové informatiky
Kvantova kryptografie

Ackoliv by kvantové pocitace mohly predstavovat urcitou hrozbu pro nase sou-
kromi (rychla faktorizace velkych ¢isel by znamenala snadné rozlusténi kédovanych
zprav), prindsi jiné odvétvi kvantové informatiky naopak moznost jak doséhnout
bezpecného prenosu utajovanych dat. Vyuziva se tu principialni nemoznosti spoleh-
livé rozliSovat mezi neortogonalnimi kvantovymi stavy a toho, ze métfeni kvantovy
stav obecné narusuje. Zakladem kvantové kryptografie je distribuce tajného klice
mezi dvéma vzdalenymi partnery tak, aby nikdo jiny kli¢ nemohl znét. Jakmile dvé
strany kli¢ znaji (je to v podstaté ndhodna posloupnost nul a jednicek), staci jej
pricist k binarné kédované zpravé. Takto zasifrovany vzkaz se pak vnéjsSimu pozoro-
vateli jevi jako zcela chaoticka zmét nul a jednic¢ek bez jakychkoliv vnitinich korelaci,
které by se daly vyuzit k ziskani néjaké uzitecné informace.

Tajny kli¢ se da predat napriklad poslanim fady qubiti. Jak uvidime pozdéji, je
pritom zapotiebi nahodné ménit bazi, v jaké se nuly a jednicky kéduji do kvantovych
stavii. Pokud by néjaky $pion chtél predavany kli¢ odposlechnout, musel by pfitom
do systému vnést takovy Sum, ze by byl snadno odhalitelny.

Kvantova kryptografie je z oblasti kvantové informatiky pravdépodobné nejblize
komer¢nimu vyuziti. Jako ukéazku jejich moznosti provedl védecky tym prof. An-
tona Zeilingera z videnské univerzity prvni skutecnou bankovni transakci na jare
roku 2004: slabounkym proudem fotonid probéhla platba mezi videnskou radnici a
pobockou mistni banky. O kvantové kryptografii bude pojednavat kapitola 2.7.

Kvantova teleportace

Ve sci-fi pribézich funguje teleportace tak, ze cestujici je ve startovni stanici ro-
zebran na své nejmensi soucastky - feknéme atomy, informace o téchto atomech
je poslana svételnym ¢i jinym elektromagnetickym zarenim do cilové stanice, kde
je pak cestujici z odpovidajicich soucastek opét poskladan dohromady. Kvantova
teleportace znamena podobnou pfepravu kvantovych stavi. Systém ve startovni
stanici se nachazi v néjakém neznamém kvantovém stavu. Pokud bychom tento stav
zmérili a zjisténou informaci poslali do cilové stanice, mohli bychom tam pfipravit
jiny systém ve stejném stavu. Problém je ovSem v tom, Ze nelze urcit stav kvan-
tového systému meérenim na jediném exemplafi. Pokud bychom totiz zméfili jednu
fyzikalni veli¢inu, feknéme polohu néjaké castice, zni¢ime tim informaci o konju-
gované veli¢iné, v nasem pripadé o jeji hybnosti. Mohli bychom se snazit operovat
v rdmci Heisenbergovych relaci neurcitosti a mérit obé€ veli¢iny soucasné za cenu
sniZeni pfesnosti. PFedstavme si napiiklad harmonicky oscilator o (thlové) frekvenci
w piipraveny v néjakém (pro nas nezndmém) koherentnim stavu. Pokud bychom se
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pokusili zmérit jeho polohu a hybnost a vysledné hodnoty pouzit k pripravé stavu
jiného harmonického oscilatoru, byl by takto vytvofeny stav podobny originalu, ale
obsahoval by pridany Sum. Mnozstvi Sumu by odpovidalo fluktuacim termalniho
stavu o stiedni energii jednoho energetického kvanta hw, kde i = 1,055 x 10734 Js je
Planckova konstanta h délend 2m. Cist$i vysledek ndm kvantova mechanika s timto
protokolem nedovoli.

Tento problém se vSak da prekonat, pokud by vychozi a cilova stanice sdilely
predem pripraveny kvantové provazany stav. To je zvlastni stav systému, ktery se
sklada ze dvou (¢i vice) odlehlych podsystémi. Mizeme pak méfit ur¢ité kombino-
vané veli¢iny systému, jehoz stav se ma teleportovat a provazaného podsystému ve
vychozi stanici. Mohou to byt napiiklad soucet poloh a rozdil hybnosti - operatory
téchto veli¢in navzajem komutuji a l1ze je tedy mérit soucasné s libovolnou presnosti.
Vysledné hodnoty posleme do cilové stanice, kde se na jejich zakladé piisobi na tamni
podsystém - operator jej pfesune a ,Stouchne” do néj tak, aby se pfesnym zptisobem
zménila jeho poloha a hybnost. Na konci celé této operace bude stav vstupniho sys-
tému znicen, ale v cilové stanici bude pripraven stav totozny s tim, jaky byl ptivodné
ve vychozi stanici. Takovato ,kvantova teleportace” byla neddvno experimentalné
realizovana na optickych pulsech, pficemz teleportované veli¢iny byly jednak pro-
ménné odpovidajici intenzité elektrického pole svételného svazku (analogické poloze
a hybnosti mechanického systému), ale i polarizaéni proménné analogické spinu. V
tomto druhém piipadé dava méreni kombinovaného systému ve vychozi stanici dva
bity informace (jeden ze ¢tyf stavi systému sloZeného ze dvou spint 1/2), které se
poslou do cilové stanice tak, aby tam mohl byt zrekonstruovan teleportovany qubit.
O teleportaci kvantovych stavii qubitu se dozvime vice v kapitole 2.9

Husté kédovani

Teleportaci ,,naruby“ by se mohlo nazyvat husté kédovani, kdy dvé komunikujici
strany (feknéme Alice a Bob) na pocatku sdileji kvantové provazané dvojice sys-
témt. Pokud chce Alice poslat néjakou zpravu Bobovi, bude mu pfedavat qubity -
naptiklad fotony s vhodnou polarizaci. Pfi vhodné manipulaci pak s kazdym qubi-
tem preda dva bity informace, tedy dvakrat tolik, nez co by umoznovalo posilani
qubitt bez sdilenych provazanych stavi.

Klonovani

Operaci, kterou nam kvantova mechanika nedovoli provadét dokonale, je presné
kopirovani kvantovych stavi, nékdy nazyvané klonovani. To, co je v pocitacich na-
prosto béznou a nezbytnou soucasti mnoha algoritmi, tedy zkopirovani dat z jed-
noho registru do druhého, s qubity ucinit nelze. Plyne to z principu superpozice:
predstavme si zafizeni, které do prazdného registru x kopiruje informaci o hodno-
tach 0, 1 z registru y, tedy |0),/0), — |0),|0), a |0),|1), — |1);]1), . Pokud by
vSak qubit v registru y byl néjakou superpozici stavii |0) a |1), tieba a|0), + b[1),,
byl by pak vysledny stav obou registri a|0),|0), + b|/1),|1),, coZ je néco jiného, nez
dvé kopie pivodniho stavu, tedy (a|0), + b|1),)(a|0), + b|1),). Nemoznost presné
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kopirovat kvantovou informaci ndm dovoluje spolehnout se na kvantovou kryptogra-
fii. Nicméné mtzeme kvantové stavy klonovat alespon piiblizné s tim, ze kopirovani
vnasi do soustavy jisty sSum. Jak zvolit optimalni klonovaci strategii? Jaké ohrozeni
soukromi by pak takovéto klonovani predstavovalo? Jak skombinovat teleportaci s
klonovanim pro ,kvantové faxovani“ ¢i ,teleklonovani“? To jsou nékteré z mnoha
otazek, které dnes kvantova informatika fesi a které jsou podstatné pro pripadnou
kvantovou komunikaci. Motivaci je umoznit vyménu dat mezi kvantovymi pocitaci
i mezi vzdalenymi stranami, které chtéji sdilet tajny kryptograficky kli¢ a potiebuji
zamezit vlivu ztrat, které jsou podstatné pri prenosu na vétsi vzdalenosti.

Shrnuti

Kvantova informatika vyuziva kodovani informace pomoci kvantovych stavi riz-
nych fyzikélnich systémii. Dilezitym aspektem je zde hlavné princip superpozice
stavi. Kvantovy pocita¢ by mél byt schopen efektivné fesit nékteré problémy, které
by na klasickych pocitacich trvaly prilis dlouho. Jedna se napriklad o faktorizaci vel-
kych cisel, vyhledavani v rozsahlych databazich nebo modelovani ¢asového vyvoje
kvantovych systémi. Kvantova kryptografie slouzi k bezpeénému predavani tajného
klice. K dalsim aplikacim kvantové informatiky patii husté kédovani ¢i teleportace
kvantovych stavi.

Pojmy k zapamatovani

Moortv zakon,

superpozice kvantovych stavi,
qubit,

kvantovy pocitac,

kvantova kryptografie,
kvantova teleportace.

Kontrolni otazky

1. Jakym zpusobem rostou naroky na pamét pocitace v zdvislosti na velikosti systému
p7i modelovani kvantovych stavi?

Proc¢ je zajimavd otdzka jak efektivné faktorizovat velkd cisla?

Jaké jsou hlavni prekdzky pro postaveni kvantového pocitace?

4. Pro¢ lidé povazuji kvantovou kryptografii za bezpecnou?

Lo o

Ukoly k textu

1. Predpokladejme, ze Mooriv zakon bude platit jesté neomezenou dobu a
ze napriklad kazdy rok a pil se zdvojnasobi velikost paméti, kterou maji
nase pocitace k dispozici. Reknéme, Ze jsme nyni schopni ulozit 10 GB v
paméti pocitace pro popis fyzikalniho stavu. Za jak dlouho bychom pak byli
schopni ulozit informaci o klasickém mikrostavu jednoho molu plynu, jestlize
pro popis stavu jedné molekuly potifebujeme 5 bytd informace?
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2. Reknéme, Ze na zadani jedné amplitudy pravdépodobnosti potfebujeme 5
byti informace, a Ze chceme popsat kvantovy stav soustavy spint, z nichz
kazdy ma dvé mozné projekce. Kolikaspinovy systém muzeme popsat za
dnesnich podminek (jako v pfedchozi tloze) a kolikaspinovy systém bude
mozné popsat poté, co pijde do paméti naseho pocitace ulozit informaci o
klasickém mikrostavu jednoho molu c¢astic?

Reseni

1. Jeden mol je ~ 6 x 10% ¢&astic, pro popis stavu potfebujeme ~ 3 x 10%* byt
informace, tedy asi 3 x 10** krat vic, nez mame k dispozici. Protoze 3 x 104 ~ 248
musime celkem 48krat zdvojnéasobit nasi pamétovou kapacitu, na coZ bychom pii
stalé platnosti Moorova zakona potiebovali asi 72 let.

2. Na kvantovy popis N-spinového systému musime zadat 2V amplitud a tedy po-
tiebujeme 5 x 2V byt paméti. K dispozici mame zatim 10'° byt, coZ je zhruba
5x 231 takze miiZeme popsat stav systému s asi 31 spiny. Z predchozi ilohy vime,
ze pro popis klasického mikrostavu jednoho molu potfebujeme 48krat zdvojna-
sobit nasi pamétovou kapacitu. Kazdé zdvojnasobeni pamétové kapacity nam
umozni zvysit pocet popisovanych spini o jeden, takze nakonec bychom mohli
pracovat s asi 79 spiny.

2.2 Kvantové bity neboli qubity

2.2.1 Co je to qubit

Za kvantovy bit mizeme povazovat libovolny fyzikalni systém, u néjz jsou ve
hie dva vzajemné ortogonalni kvantové stavy. Z matematického hlediska tyto stavy
odpovidaji dvéma ortogonalnim vektorim v Hilbertové prostoru. Fyzikalné to jsou
napiiklad dvé ortogonalni polarizace fotonu, dva vibracni stavy harmonického osci-
latoru (tfeba iontu v iontové pasti), dva spinové stavy atomu nebo iontu, pfipadné
stav fotonu, ktery se mtize nachazet ve dvou cestach néjakého interferometru. Mohou
to byt i dvé rizné hodnoty proudu v supravodivém interferen¢nim zafizeni SQUID
(Superconducting QUantum Interference Device), ptipadné dvé hodnoty nédboje na
supravodivém ostriivku oddéleném od jinych supravodic¢t tenkou bariérou z nesupra-
vodivého materidlu—tzv. Josephsonovym spojem.

Pti volbé dvou bazovych ortogonalnich stavii dvoustavového systému mame vel-
kou volnost: pokud jde o polarizace fotonu, mize to byt vertikalni a horizontalni
polarizace, nebo polarizace 45° Sikmo vzhiru a Sikmo dolt1, nebo levotociva a pravo-
tociva kruhova polarizace, piipadné jakakoliv jind dvojice linearné ¢i elipticky po-
larizovanych stavi. Je dobré si pfipomenout, ze pokud si zvolime néjakou bazovou
dvojici stavii, jakykoliv jiny stav je mozné vyjadrit jako jejich superpozici. Naptiplad
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pravotocivé polarizovany foton ve stavu |R) a levoto¢ivé polarizovany foton ve stavu
|L) lze vyjadiit pomoci vertikdln{ polarizace | ) a horizontalni polarizace | <) jako

1 :

|R) = ﬁﬂ D+il <)), (2.2.1)
L.

L) = ﬁ(” D+1<). (2.2.2)

Pro bazové stavy pritom plati podminka ortonormality, tedy skalarni soucin vektoru
se sebou samym je jednicka a skalarni soucin s druhym (ortogonalnim) vektorem je
nula,

Il
= o o =
~ ~~ —~
[\]
[\]
Ot
S— N o

Pruvodce studiem

Volba vhodné baze je dilezitym krokem: miize nam velice usnadnit nékteré
vypocty, nebo mize byt vhodna pro fyzikalni implementaci. Pokud pracujeme
napiiklad se spiny atomi, které se nachéazeji v magnetickém poli, je vhodné
volit za bazové stavy ty, které maji definovanou projekci spinu do sméru mag-
netického pole: bazové stavy se pak ,nehybou“. Pokud bychom zvolili jiny smér
nez magnetické pole, systém by v daném bazovém stavu neziistal a osciloval by
mezi riznymi bazovymi stavy.

Jakmile mame zvolenou bézi, mizeme si jeji dva vektory oznacit jako |0) a |1)

a kazdy stav systému vyjadrit jako jejich superpozici [)) = a|0) + §]1), kde « a 3

jsou komplexni é&isla spliiujici |a|? + |3]> = 1. Témto komplexnim &islt fkdme casto

amplitudy. Pokud bychom chtéli vyjadiit stav 1)) pomoci jiné baze, dané vektory |u)

a |v), mizeme psat 1)) = a]u>+ﬁ\v> Vztah mezi dvojici amplitud &, 3 a a, 3 je dan

skalarnimi souciny mezi vektory béze |0), |1) a vektory béaze |u), |v). Vynasobime-li
vektor [¢) zleva bazovymi vektory |u) a |v), dostaneme

(uly) = a(ulu) + Flulv) = & = aful0) + B(ul1), (2.2.7)
(ol) = afvlu) + Bv[v) = = afv]0) + 5{vl1), (2.2.8)

coz lze psat v maticovém tvaru

(5)- (0 i) (s) 020

kde matice U dana vztahy
Un Ui (u]0)  (ul1)
U= = , 2.2.10
( Un Uz ) ( (v[0) (v|1) ( )

se nazyva matice pfechodu od baze |0), |1) k bazi |u), |v).

Bl
E
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2.2.2 Meéreni kvantovych bitu

Meéreni je v kvantové fyzice svou povahou nedeterministické, to znamena, ze Casto
neni principialné mozné ze znamého stavu predpovédét vysledek méreni, ale jen prav-
dépodobnosti, s jakymi ten ktery vysledek miize nastat. Tim, jakou veli¢inu budeme
méfit (napf. primét spinu elektronu do osy x, nebo kruhovou polarizaci fotonu) ur-
¢ujeme bazi, do které se bude stavovy vektor promitat. Druhé mocniny absolutnich
hodnot amplitud u jednotlivych bazovych stavi jsou rovny pravdépodobnostem, s
jakymi zjistime prislusny vysledek.

Pruvodce studiem

Za tuto tzv. ,statistickou interpretaci“ vlnové funkce dostal Max Born v
roce 1954 Nobelovu cenu. Poprvé se objevila v jeho ¢lanku z roku 1926, kde
se zabyva myslenkou, Zze nové vznikla kvantova mechanika je vhodna i pro
popis nestacionarnich déjt, napriklad srazek castic. V clanku je véta rikajici,
ze nalezené vlnova funkce ® (zkoumal tam sréazku elektronu s atomem) muze
mit pouze jednu interpretaci, a to pravdépodobnost, Ze se odrazeny elektron siti
danym smérem. Pod cCarou se pak objevuje poznamka doplnéna pii korektufe:
,PTesnéjsi uvaha ukazuje, ze pravdépodobnost je tmérna kvadratu ®.“ Dva
fadecky a Nobelova cena z toho—tomu fikam efektivita prace!

Pokud uvaZujeme napiiklad foton ve stavu |¢)) = 1|R) — z§|L> a méfime kru-
hovou polarizaci fotonu, zjistime s pravdépodobnosti |3|* = 1/4 pravotocivou a s

pravdépodobnosti |z§ 2 3/4 levotocivou polarizaci. Pokud bychom méli stav fotonu

zadan jako linedrné polarizovany ve svislém sméru | |), pfevedenim do béze kruho-

vjch polarizaci zjistime, ze | [) = —5|R) — ﬁ|L) a tim padem kazdou z kruhovych

polarizaci bychom naméfili s pravdépodobnosti 1/2.

Je tfeba zdlraznit, ze ackoliv qubit mtize byt v nekone¢né mnoha rtiznych stavech,
jeho méfenim nikdy nedostaneme vic nez jeden bit informace: jednu ze dvou moznych
odpoveédi.

Pokud uvazujeme systém o vice qubitech, méreni na jednom qubitu miize ovlivnit
stav zbyvajiciho systému. Predstavme si napiiklad dva qubity pripravené ve stavu

1 1 1 1
) = §|oo>+§|01> +§I1o> — 5|11> (2.2.11)

a méfime stav prvniho qubitu v bazi |0), |1). Stav dany rovnici (2.2.11) si mizeme
prepsat do tvaru
1 1 1 1
— ) ® — Sl
|¥) \/5| ) 7 \/§| 7
Méfeni na prvnim qubitu ndm dé vysledek |0) nebo |1), kazdy s pravdépodobnosti
1/2. Pokud bude vysledek 0, bude druhy qubit ve stavu |+) = %(\O) + |1)), pokud

bude vysledek 1, zméni se stav druhého qubitu na |—) = %(|0) — |1)). Pokud

(10) +11)) + ) ® —=(10) = [1)). (2.2.12)
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bychom tedy nyni méfili stav druhého qubitu v béazi dané stavy |+) a |—), dostali
bychom jednoznac¢ny vysledek urceny tim, co bylo naméfeno na prvnim qubitu. Na
druhé strané, pokud bychom druhy qubit méfili v bazi |0) a |1), byl by vysledek
zcela ndhodny: s pravdépodobnosti 1/2 bychom dostali 0 a s pravdépodobnosti 1/2
bychom dostali 1.

Stav z rovnice (2.2.11) vSak lze pfepsat i ve tvaru

1 1 1 1
9 = 5| 50+ ©10)+ I | S50 - ] e
1 0>+i|_>®|1> (2.2.13)
\/5|+)®| 7 : 2.

To znamend, ze pokud budeme méfit prvni qubit v béazi |[+) a |—), dostane se
podle vysledku druhy qubit bud do stavu |0) nebo |1). Pokud pak méfime stav
druhého qubitu v bézi |0), |1), bude vysledek jednoznaéné uréeny z méfeni na prvnim
qubitu. Pokud bychom vsak méfili druhy qubit v bazi |[+) a |—), bude vysledek zcela
nadhodny.

Stav z rovnice(2.2.11) mé zajimavé korelacni vlastnostmi mezi dvéma qubity;
takovému stavu se tika kvantové provdzany, neboli entanglovany. Takovéto stavy
maji velky vyznam pro prenos kvantové informace, vice se o nich dozvime v kapitole
2.8.

Shrnuti

Qubit ¢ili kvantovy bit je libovolny systém s dvéma ortogonalnimi stavy, napii-
klad spin elektronu ¢i polarizace fotonu. Qubit miize nést jeden bit informace, miize
vsak byt pripraven v libovolné superpozici bazovych stavii. Méreni na qubitu nese
vSechny rysy kvantového méieni: vysledek muze byt bud predpovéditelny nebo né-
hodny, podle zvolené baze. Mérenim vSak ptivodni kvantovy stav zanikd a systém
(pokud neni téz detekei znicen jako foton pii fotodetekei) je pripraven ve zcela novém
kvantovém stavu.

Pojmy k zapamatovani
e Qubit,

e baze,

e kvantové méfeni.

Kontrolni otazky

1. Kolik biti informace mizete predat kolegovi, jestlize mu ddte jeden qubit?

2. Kolik bdzovych stavi ma systém sloZeny z péti qubitu?

3. S jakymi pravdépodobnostmi bychom dostali jednotlive vysledky, pokud bychom
stav z predchozi dlohy mérili v bdzi |+) a |—)?
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Ukoly k textu
1. Qubit je pfipraven ve stavu ﬁ\O) - \/g |1). Provedeme na ném méteni v bazi

|0), |1). S jakymi pravdépodobnostmi dostaneme jednotlivé vysledky?

2. S jakymi pravdépodobnostmi bychom dostali jednotlivé vysledky, pokud
bychom stav z predchozi Glohy méfili v bazi |[+) a |—)?

Reseni
1. |0) s pravdépodobnosti 1/3 a |1) s pravdépodobnosti 2/3.
2. |+) i|—) s pravdépodobnosti 1/2.

2.3 Kvantova hradla

Pro funkci kvantového pocitace je nezbytné, abychom dokéazali s qubity manipu-
lovat. Transformace qubit probihéa v hradlech—to jsou zafizeni, ve kterych dochazi
k néjaké jasné definované zméné kvantového stavu qubitu.

2.3.1 Reverzibilita kvantového pocitani

Kazda transformace qubitti odpovida evoluci kvantového stavu néjakého fyzikal-
niho systému. Pokud je cely systém izolovany od svého okoli, je takovato transfor-
mace popsana unitarnim operatorem, tedy operatorem U, pro ktery plati UUT =
= U'U = I, kde I je jednotkovy operator. Pro maximalni vyuziti vihod kvantového
pocitani je zapotiebi pracovat pravé s unitarnimi transformacemi. Protoze kazdy
unitarni operéator lze invertovat (inverznim operdtorem k U je jeho hermitovsky
sdruzeny operator U'), je mozné kazdou operaci v kvantovém pocitaci obrétit a ne-
chat ji bézet nazpét. To je velky rozdil oproti praci klasickych pocitact, ktery vsak
s sebou prinasi urcité komplikace.

Pruvodce studiem

Reverzibilnim pocitanim se zabyvali teoretici i na zékladé klasické fyziky:
Fredkin a Toffoli v osmdesatych letech prisli s balistickym modelem reverzibil-
niho pocitace. Ten je tvoren soustavou kule¢nikovych kouli (jejichz pfitomnost
¢i nepfitomnost kéduje binarni ¢isla) a prekazek tvoricich hradla. Koule se po-
hybuji beze ztrat energie podle Newtonovych zakont a narazeji do prekazek a
do sebe navzajem. Vysledek ,vypoctu“ pak odecteme z poloh kouli na konci
jejich drahy. Protoze srazkové déje v klasické fyzice mohou probihat obéma
sméry, muzeme nechat takovyto pocitac¢ ,bézet zpét“, aby z vyslednych dat
udélal data vstupni.
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FANAOUT: kopirovani

Operace FANOUT (tedy ,rozfouknuti“) vytvaii dvé kopie vstupniho bitu. Aby
tato operace mohla byt unitarni, znamena to, ze velikost vstupu musi byt rovna veli-
kosti vystupu (méfeno dimenzi Hilbertova prostoru vstupniho a vystupniho stavu).
Protoze na vystupu jsou dva bity, musi byt vstupni bit doplnén dalsim pomocnym
bitem, ktery je nastaven na néjakou pevnou hodnotu. Ptiklad realizace FANOUT
ukazeme v odstavci 2.3.4.

Operaci FANOUT mitzeme pro kvantové pocitani sestrojit, nicméné je tieba si
uveédomit, ze nam dovoluje pouze vytvorit z bitu 0 dva nulové bity, pfipadné z bitu
1 dva bity o hodnoté 1. Nemtizeme vsak ,klonovat® kvantové stavy, tedy vytvaret
kopie libovolnych superpozic—viz odstavec 2.1.5.

Nulovani

Operace, ktera by z libovolné vstupni hodnoty vytvofila nulu, neboli jakykoliv
vstupni stav transformovala na |0), neni unitarni. Znamen to tedy, Ze obecné ne-
muzeme v kvantovém pocitaci vynulovat nepotiebné bity a volné registry pouzit pro
ukladani uziteénych dat. Pomoci si mtizeme pouze tehdy, pokud mame dvé (¢i vice)
kopii néjakého bitu. V tomto ptipadé mizeme pouzit inverzi k operaci FANOUT a
ze dvou kopii vytvorit jedinou s tim, ze jeden bit se vynuluje.

Pro vynulovani posledni kopie daného bitu (o nezndmé hodnoté) vSak nemtzeme
pouzit unitarni transformaci. Takovéto operaci by odpovidalo ,stlacovani“ fazového
prostoru nebo snizovani dimenze Hilbertova prostoru naseho fyzikalniho systému. Z
termodynamického hlediska by to odpovidalo poklesu entropie systému. Podle dru-
hého termodynamického zakona vSak entropie izolovaného systému klesat nemtze,
entropie se mizeme zbavit pouze tim, ze ji predame néjakému jinému fyzikalnimu
systému. Pokud budeme pfedavat tuto entropii okoli, které je v termodynamické
rovnovaze pri teploté T', miiZe se jeho entropie zvysit o AS pouze tehdy, pokud mu
dodéme energii (ve formé tepla) TAS. P¥i nulovani nezndmého bitu se entropie da-
ného registru snizi o kpIn 2, kde kg = 1,38 x 1073 J/K je Boltzmannova konstanta.
Pro¢? Neznamy bit nabyva hodnoty 0 s pravdépodobnosti 1/2 a hodnoty 1 také s
pravdépodobnosti 1/2. Entropie takového registru je tedy Sy = —kg >, pp Inp, = —
—k:B[% In % + % In %] = kpIn 2. Bit s hodnotou 0 odpovida systému s nulovou entropii:
po = 1lap; =0, tedy S; = 0. Celkem tedy entropie registru poklesne o AS = kg ln 2.
Predame-li takovou entropii do okoli o teploté 7', musime disipovat teplo kg7 In 2.

Tomuto tvrzeni se fika Landaueriv princip: pro vynulovani nezndmého bitu je
nutno disipovat alespon kg7’ In 2 tepla. V soucasnych pocitacich se disipuje mnohem
vice tepla (bity v nich nejsou kédovany pomoci dvou kvantovych stavii elementarnich
»dvoustavovych® systémi, ale pomoci stavii mnohem vétsich objektt). Landaueriv
princip udava urcitou mez pro minimalni disipaci tepla, ke které se miizeme blizit,
pokud nase pocitace budou v maximéalni mife pracovat s reverzibilnimi kroky.
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Pruvodce studiem

Landauertv princip se ukazuje také jako konecné rozlusténi zahady Ma-
xwellova démona. Maxwell uvazoval inteligentni bytistku, ktera by oddélovala
v rozdélené nadobé s plynem rychlé molekuly od pomalejsich: po ¢ase by tak v
jedné ¢asti byla vyssi teplota nez ve druhé. To by ndam pak umoznovalo zapojit
mezi obé ¢asti tepelny stroj, ktery by ¢ast tepla pfeménit na uzitec¢nou praci. To
je ale proti druhému termodynamickému zakonu. Nékde asi musi byt chyba - a
pres stovku let a fadu falesnych stop trvalo, nez fyzikové zjistili kde: pri kazdém
méfeni rychlosti molekul Maxwelliv démon zapliiuje svoji pamét. Az svou pa-
mét zaplni Uplné, bude ji muset vynulovat. Ale na to musi podle Landauerova
principu disipovat energii (znehodnotit ji na teplo). Znehodnocené energie bude
nakonec pfinejmensim tolik, kolik jsme ziskali uzite¢né prace.

Pro kvantové pocitani to znamend, ze pokud ireverzibilni kroky neprichazeji v
tvahu (napfiklad pro ztratu koherence), musime mit v zdsobé dostatek volngch bit,
do kterych se v pribéhu vypocti odklada ,,odpad®.

2.3.2 Jednobitova hradla

Hradla I, X, Y a Z

Nejjednodussimm typem hradel jsou takova, kterd méni stav jediného qubitu.
Ta zcela nejjednodussi, oznacena jako operatory I, X, Y a Z transformuji qubity

nasledujicim zptisobem:

I: |0)
1)
X : |0)
1)
Y : |0)
1)
Z: |0)
1)

L A

10),

1), (2.3.1)
1),

10), (2.3.2)
_|1>7

10), (2.3.3)
10),

1), (2.3.4)

Tyto transformace lze také vyjadiit pomoci matic jako
10 0 1

(1) x=(Va)
0 1 1 0

() )

Transformace I je identita a ,hradlo“ tu ma trividlni funkci, hradlo X je negace,
hradlo Z predstavuje fazovy posuv o n radianti a hradlo Y = ZX je kombinaci
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poslednich dvou. Uvedena hradla se nékdy znazornuji pomoci symbolt na obr. 2.1.
Na schématu mize proménna z nabyvat hodnot 0 a 1, pfi¢emz soucet & se definuje
jako0p0=191=0a0p1=1p0=1.

[2) ) ) ] e

o) el ) (=1le)

Obr. 2.1: Schéma jednobitovych hradel I, X, Y a Z.

Hadamardovo hradlo

Tuto c¢tvetici jednobitovych transformaci je tfeba doplnit o hradlo, pfipravujici
superpozici bazovych stavii podle predpisu
H:]0) — —= (00 +11)

(\0> 1), (2.3.5)

Sl

) -

Sl

coz lze vyjadrit pomoci matice

H:\%(} _}) (2.3.6)

Toto je takzvand Hadamardova transformace. Jeji schéma, spolu s ptsobenim na
qubit ve stavu |0) je na obr. 2.2. Algebraicky mizeme Hadamardovu transformaci
vyjadiit téz jako H|x) = %[(—1)2%:) + |z @ 1)).

|0) 7 ([0) + 1))
q 2

Obr. 2.2: Ptisobeni Hadamardovy transformace na nulovy qubit.

Obzvlasteé dilezitou aplikaci této transformace je vytvareni mnohabitovych stavii,
pokud operator H ptlisobi na kazdy z N vynulovanych biti:

(HoH®...®H)|00...0) = \/1—(\())+\1>)®(\0>+\1>)®---®(!0>+\1>)

2N _1
7 5

kde |z) jsou N-bitové stavy a x probihd viechny hodnoty ¢isel od 0 do 2V — 1
v binarnim tvaru. Takovéto Hadamardové transformaci aplikované na Nqubita se
tika Walshova, ptipadné Walshova-Hadamardova transformace. Aplikaci Walshovy
transformace pfipravujeme vstupni registr v superpozici vSech moznych c¢isel od 0
do 2V — 1, pficemz kazdé ¢islo tu vystupuje se stejnou vahou.

(2.3.7)
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Fazovy posuv

Zobecnénim hradla Z na libovolné thly je fazovy posuv o hodnotu ¢, ktery
muzeme vyjadiit transformaci

Z(9) : 0) — 10),
1) — e?1), (2.3.8)

pripadné pomoci matice jako

Rotace qubitu

Zobecnénim hradel I a Y je rotace qubitu o thel #, dana matici

0 0

U(@):( cos 5 sitiy ) (2.3.9)

— S1n 5 COS 5

Jak si muZzeme ovérit, pro § = 0 dostavame U(0) = [ a pro # = 7 dostavame
Urn) =Y.

2.3.3 Dvoubitova hradla
Rizeni negace CNOT
Aby mohl kvantovy pocita¢ fungovat, je nutné, aby mohl jeden bit ovliviiovat

vvvvvv

zvand CNOT (controlled not): podle toho, v jakém stavu je prvni qubit, se druhy
qubit bud nezméni, nebo se neguje. Formalné ji miuzeme popsat jako

CNOT : |00) — ]00)
|01) — |01)
[10) — [11)
|11) — |10), (2.3.10)
pripadné pomoci matice
1000
0100
CNOT = 000 1 (2.3.11)
0010

Schéma hradla CNOT je na obrazku 2.3.
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N>

Obr. 2.3: Schéma hradla CNOT.

Rizeny fazovy posuv

Jinym pfikladem dvoubitového hradla je fizeny fazovy posuv: faze stavu se zméni
pouze tehdy, kdyz oba qubity budou nabyvat hodnotu 1:

B(¢) : |00) — ]00)
|01) — |01)
|10) — |10)
111) — €™|11), (2.3.12)
pripadné pomoci matice
1 00 O
010 O
B(¢) = 001 0 | (2.3.13)
000 e
coz odpovida schématu na obr. 2.4.
2 ¢¥lr)

ly) 0 €0 ly)

Obr. 2.4: Schéma fizeného fazového posuvu.

vvvvvv

(2.3.14)

_ o O O

O = OO

Jak se mizeme presvédcit, 1ze z tohoto hradla a pomoci jednobitovych Hadamardo-
vych hradel sestavit hradlo CNOT, coz odpovida obr. 2.5.
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Obr. 2.5: Rizena negace sestavend ze dvou Hadamardovych hradel a fizeného fazového
posuvu.

2.3.4 Kombinace kvantovych hradel
Hradlo SWAP

Retézenim jednobitovych a dvoubitovych kvantovych hradel miiZzeme ziskavat
dalsi kvantové obvody—mnékteré velmi jednoduché, jiné komplikovanéjsi. Napriklad

ze ti1 hradel CNOT mitizeme sestrojit hradlo SWAP, tedy vymeénu bitu mezi dvéma
registry, viz obr. 2.6.

LIPS i ) ly)
ly) l l g = S

Obr. 2.6: Vymeéna bitu mezi registry pomoci t¥i hradel CNOT.

Toffoliho hradlo

vypocty. Jedna se o negaci fizenou dvéma vstupnimi bity: pravé tehdy, kdyz oba
fidici bity nabyvaji hodnotu 1, preklopi se hodnota fizeného bitu. Schématicky zna-
zornujeme Toffoliho hradlo jako na obrazku 2.7. Symbolicky mtizeme zapsat funkci

|7) )

y) y)

2) |2 @ (zy))
%

Obr. 2.7: Toffoliho hradlo pieklapi bit z prave tehdy kdyz oba bity « a y nabyvaji hodnoty
1.

Toffoliho hradla vztahem (z,y,2) — (x,y,2®(xy)). Pokud na jeden vstupni bit pfiva-
dime pevné danou hodnotu, chova se Toffoliho hradlo jako dvoubitové hradlo, pokud
na dva vstupni bity pfivedeme pevné hodnoty, mizeme dostat hradla transformujici
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jediny bit. Pfitom o jaké hradlo ptijde, mtizeme zvolit vybérem vstupnich biti:

xy pro z =0 (AND)
_Jx@z proy=1 (CNOT)
2@ (wy) = T proy=z=1 (NOT) (2.3.15)

x proy=1,2=0 (FANOUT)

Kvantové Toffoliho hradlo lze sestrojit pomoci fizenych negaci a jednobitovych
hradel, priklad je na obrazku 2.8.

) ° °

) )

z I z @ (zy
| >_U(ﬁ/4) () Ula/t) HPHU(-w/4) () U(—Tr/4)_’ ( )>

Obr. 2.8: Toffoliho hradlo sestrojené pomoci ti¥i hradel CNOT a ¢étyr hradel rotujicich
qubit o thel /4. (Ve skutecnosti pfidava tento obvod v nékterych piipadech k fizenému
bitu fazovy posun, ten je vSak v piipadé potfeby snadno odstranitelny.)

7 Toffoliho hradel a z fizené negace lze sestavit napiiklad s¢itaci obvod, jak uka-
zuje obr. 2.9. V ném zistava prvni bit z nezménén, druhy bit nese na vystupu

[z) [z)
) I |z ©y)
U
0) |zy)
U

Obr. 2.9: Kvantovy séitaci obvod pro dva qubity sestaveny z Toffoliho hradla a fizené
negace.

hodnotu souc¢tu bit x a y modulo 2, x @y, a tteti bit slouzi jako pfenos: jsou-li oba
vstupni bity rovny jedné, je jejich soucet (modulo 2) 0 a ,,jedna jde dal“. Retézenim
dvoubitovych sc¢itacich hradel pak mtzeme sestavit hradlo scitajici libovolné velka
vstupni ¢isla. Podobnym zptisobem pak mizeme konstruovat fadu dalsich matema-
tickych operaci.

Pruvodce studiem

Poznamenejme, ze pro sestaveni univerzalniho klasického pocitace potiebu-
jeme jako stavebi kameny nékolik typt elementarnich hradel, vzdy vsak mezi
nimi bude alespon jedno tribitové hradlo—napt. Toffoliho. U kvantovych ob-
vodl vS8ak pro univerzalni obvod vystacime s jedno- a dvoubitovymi hradly:
diky moznosti vytvaret superpozice stavii z nich lze sestrojit Toffoliho hradlo,
jak jsme ukazali na obr. 2.8. Néco takového u klasickych obvodi neni mozné.
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2.3.5 Kvantova Fourierova transformace

Mezi ostatnimi funkcemi vytvorenymi z elementarnich hradel patii k nejdtilezi-
t&j$im Fourierova transformace, ktera z N-bitového kvantového stavu |z) vytvari
superpozici

1 2! 2nxy
File) = sy O exp (Z - )@). (2.3.16)
y=0

Vsimnéme si, ze tato transformace preménuje kazdy bazovy stav (tedy kazdy stav
odpovidajici néjakému bindrnimu ¢islu) v superpozici vSech bazovych stavi, za-
stoupenych se stejnou vahou. Chova se tedy podobné jako Walshova-Hadamardova
transformace, kromé trivialniho prfipadu N = 1 v8ak pusobi odlisné. Konkrétné pro
N = 2 dostavame pro Fourierovu transformaci

F100) — 3 (100) +]01) + 10} + |11)
01) — ;(|00>+z‘|01>—|1o>—z'|11)),
10) — 5 (100) ~[01) + [10) — J11))
11) 5 (100) (01} — 10) +4[11)), (2.3.17)
zatimco Walshova-Hadamardova transformace ptisobi jako
H:00) — ;<|oo>+\o1>+\1o>+\11>),
1) — 5(00) — [01) + [10) ~[11)),
10) — 5 (100} + fon) — [10) — 1)),
1) — ;(|oo>—|01>—|10)+|11)). (2.3.18)

Pruvodce studiem

Ve fyzice hraje Fourierova transformace velmi dilezitou roli, zjednodusené
mizeme fici, Ze néas informuje o tom, jak jsou v dané funkci (nebo signalu) za-
soupeny rizné frekvence. Rozklad svételného svazku hranolem do spektralnich
komponent je svym zpiisobem fyzikalni implementace Fourierovy transformace.
V radé pripadu je jednodussi pracovat ,ve frekvencni oblasti spise nez piimo s
casovym prubéhem. Kvantova Fourierova transformace je v jistém ohledu ana-
logii takovéhoto spektralniho rozkladu pro rozklad néjakého stavu do riznych
bazi.

Vypisme jesté explicitné kvantovou Fourierovu transformaci pro tiibitové stavy:

F
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1000)
1001)
1010)
1011)
1100)
1101)
1110)

111)

(]000) + |001) + [010) + |011) + |100) + [101) + |110) + |111)),
(|000 + e T[001) + 4]010) + T [011) — |1oo>+e—“”f\101>—¢\110>+e—i’f\111>>,
(]000) + |001) — |010) — |011) + [100) + i|101) — [110) — 7|111)),
(|000 +€*T]001) — 4[010) + €7 |011) — ]1oo>+ei’f|101>+z|110>+ei?’f\m)),
(J000) — [001) + [010) — |011) + |100) — [101) + |110) — |111)),

1000) + ¢~ *F001) + 4[010) + ¢ F[011) — [100) + ¢/ T [101) — §|110) + e"?’f|111>) ,
(]000) — 4|001) — |010) + 4|011) + |100) — |101) — |110) + 7|111)),

(|000 + et |001) — i[010) + l‘“’f|011>—|100>+e—i351101>+¢|110>+ei1‘\111>).

S-Sl =Sl =Sl =Sl =Sl =Sl 5l

(2.3.19)

Hradlo vytvarejici takovouto transformaci lze sestrojit z jednobitovych Hadamardo-
vych hradel a z dvoubitovych hradel fizeného fazového posuvu o thly /2 a nt/4, jak
je vidét z obrazku 2.10. Pro sestrojeni vicebitové Fourierovy transformace bychom

2—H
. Tn/4

1 H
i /2
0 H

Obr. 2.10: Kvantovy obvod vytvarejici Fourierovu transformaci na tfech vstupnich bitech.
Koneény vysledek je t¥eba jesté bitové invertovat (nebo bity ¢ist v opa¢ném poradi), coz
je trividlni operace.

postupovali induktivné: pro piridavani dalsiho bitu bychom napojili prislusny registr
hradlem fizeného fazového posuvu na vSechny predchozi registry a na zavér ptipojili
hradlo Hadamardovy transformace. Pritom fazovy posuv mezi k-tym a j-tym bitem

je (b: ]'[/2“{;_.7‘

Shrnuti

P1i zpracovani kvantové informace se musi brat v potaz reverzibilita kvantovych
transformaci. Nékteré operace, které bézné provadéji nase pocitace, jsou ireverzi-
bilni a pfi kvantovém zpracovani informace je tfeba je vhodné modifikovat. Kvan-
tova hradla provadéji transformace stavii qubiti. Nejjednodussi hradla transformuji
jednobitové stavy, u Vicebitovych hradel hodnoty jednoho éi Vice bitﬁ ovlivfluji jiné

vvvvvv

vvvvvv

nou negaci a fizeny fazovy posuv. Komblnam jednobitovych a dvoubitovych hradel
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vvvvvv

zakladni kdmen pro sc¢itaci obvody, lze sestrojit kombinaci hradel fizené negace a
jednobitovych rotaci. Ze scitacich obvodid pak mtzeme, podobné jako v klasické
informatice sestavit obvod realizujici komplikovanéjsi funkce. Kromé toho patii k

vvvvvv

rierova transformace.

Pojmy k zapamatovani

e Reverzibilita, operace FANOUT, mazani informace, Landaueriv princip,

e jednobitova hradla: fazovy posuv, rotace, Hadamardova transformace,

e Walshova-Hadamardova transformace,

e dvoubitova hradla: fizena negace a fizeny fazovy posuv,

e vicebitova hradla: Toffoliho hradlo, s¢itaci obvod, kvantova Fourierova transfor-
mace

Kontrolni otazky

1. Jak vypadaji matice popisujici Hadamardovu transformaci, fazovy posuv o n/4 a
negaci jednoho qubitu?

2. Jak vypadaji matice popisujici dvoubitovou Walshovu-Hadamardovu transfor-
maci, Tizenou negaci, 1izeny fdzovy posuv a Fourierovu transformaci?

Ukoly k textu

1. Uvazujte dvoubitové hradlo fizeného fazového posuvu B(w). Na jeho vstup
privedeme stav ¥~ = %(!10) —101)). Jak bude vypadat vystupni stav? Jak
by se zménil timto hradlem stav stav & = %(|00) +1]11))7

2. Uvazujme dvoubitové hradlo, které je sestavené takto: prvni bit projde Ha-
damardovou transformaci, nasleduje ¥izeny fazovy posuv B(n) a poté druhy
bit projde Hadamardovou transformaci. Jak se zméni vstupni stav ¥~ =

= 55(10) - [o))?

Reseni
1. 5(110) = [01)) — J5(]10) — |01)) (stav ¥~ se nezmeni), 45(/00) + [11)) —
5(100) — [11)) (stav @+ se zméni na &7).

2. Vysledny stav bude %(|O> — 1)) ® |1).

2.4 Shoruv algoritmus: nalezeni periody
diskrétni funkce

\\f\ VLS

Jsme-li schopni pomoci jednoduchych kvantovych hradel realizovat vypocet né- Peter W. Shor 2
jaké funkce (napfiklad pomoci séitacich obvodt a podobné) a pokud mame sestro- ATET
laboratort,
70 objeuvitel
kvantového

algoritmu pro
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jeny obvod pro kvantovou Fourierovu transformaci, miizeme timto zafizenim zjistit,
zda je zadana funkce periodicka a jakou ma periodu. Postup je néasledujici. Nejprve
pripravime N vstupnich bitd v superpozici vSech stavi,

2N 1

- o s > I (2.4.1)

Toho nejsnaze dosdhneme Walshovou-Hadamardovou transformaci (viz rovnice
(2.3.7)), tedy pouzitim jednoho Hadamardova hradla pro kazdy vstupni, ptivodné
vynulovany bit. Poté aplikujeme obvod ,poéitajici funkei f, |x;0) — |z; f(z)):

1 2N 1 2N 1

N7 EZ:O |2;0) — 2]$/2 EZ:O |5 f()). (2.4.2)

ProtoZe jsme méli na vstupu superpozici viech 2V bazovych stavi, je jedinym pri-
chodem pfes posloupnost hradel vypodcitana funkce f pro vsech 2V hodnot jejiho
argumentu. Toto je krok, ktery nam klasické pocitace neumozni.

Nyni na vstupni bity = aplikujeme kvantovou Fourierovu transformaci (viz odst.
2.3.5). Stav se tak zméni

1 2N 1 oaN_12N_1

g X @) = g 3 3 e (17

=0 y=0

iy) ly; f(2)). (2.4.3)

Piedpokladejme nyni, Ze funkce f ma periodu r, tedy f(z+r) = f(z). Tim paddem

muzeme stav |f(x)) ,vytknout* a vyraz Zx o lexp (mey) |f(x)) psat jako

2N 1

:zz::() eXp< 27C$y> 1f(z)) = ri:l |f(z Zexp < W)
= Z exp ( 27cxy) Zexp ( 2nnry> (2.4.4)

kde s¢itani pfes n probiha od 0 do [(2Y — 1 — z)/r] a vyraz [z] znamena celou &4st
Cisla z. Vysledny stav z (2.4.3) 1ze tedy zapsat ve tvaru

2N 1 r—1 2mnry
2N/2 Z ly) Zexp( ) exp( ) (2.4.5)

Suma na konci tohoto vyrazu nabyva velkych hodnot pouze tehdy, kdyz je prislusna
exponenciala priblizné rovna 1 nezavisle na n, tedy pokud y nabyva hodnot blizkych

2N
YR —m, (2.4.6)
r

2TEn7”y

kde m je néjaké celé ¢islo. Pro jiné hodnoty maji piispévky exp ( ) pro rizné

hodnoty n rizné faze a interferenci se bud tplné nebo ¢astecné VyrUS1

71



0.2
0.1}
0.15} ]
0.08}
0.1+ 1 0.06}
0.04}
0.05/
0.02}
%% 5 10 15 20 25 30 0
y

Obr. 2.11: Pravdépodobnosti detekce pétibitového (N = 5) stavu |y) v pfipadé, ze funkce
f(z) mé periodu r =5 a r = 10.

Pokud nyni provedeme méteni na vstupnim registru, vysledkem bude néjaka hod-
nota y z intervalu mezi 0 a 2V —1. Ovsem hodnoty y, pro které se piispévky exponen-
cidl v sumé v (2.4.5) vyrusi, nastanou s téméf nulovou pravdépodobnosti. S nejvétsi
pravdépodobnosti naméfime nékterou z hodnot y, pro kterou je spliien vztah (2.4.6).
Pribéh téchto pravdépodobnosti je ilustrovan na obr. 2.11 a 2.12. Z naméfené hod-
noty y a vztahu (2.4.6) pak mizeme tipovat jaké je perioda r; dosazenim nékolika
malo argumentt do funkce f si pak mtizeme spravnost tipu ovérit.

021 P(y) N=8 | oy P(y) N=8
r=5 r=10
0.15 | 0.08
0.06}
01}
0.04f
0.05} ]
0.02}
0 . . 0 Al A Al . ) -
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
y y

Obr. 2.12: Pravdépodobnosti detekce osmibitového (N = 8) stavu |y) v pfipad€, ze funkce
f(x) mé periodu r =5 a r = 10.

Pruvodce studiem

Je dobré si uvédomit nékolik skutecnosti:

1. Kvantové pocitani je ,pravdépodobnostni“: vysledek méreni je nahodny, i
tak nam vsSak poskytuje cennou informaci. Pokud bychom se snazili zjis-
tit periodu funkce f na klasickém pocitaci, museli bychom funkéni hodnotu
spo¢itat mnohokrat, fadoveé ~ 2V-krat. Pfi kvantovém pocitani staci néko-
lik malo dosazeni do funkce realizované pomoci kvantovych hradel a poté
dosazeni vytipovanych hodnot do funkce pocitané na klasickém pocitaci.
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2. Je zajimavé, ze poté, co jsme kvantové napocitali hodnoty funkce f,
Yo lx,0) — Y. |z, f(x)), jiz registr s funkénimi hodnotami |f(z)) nepotie-
bujeme a miizeme jej vymazat. VSe zajimavé se nyni odehrava jiz jen v
,nedotéeném* registru argumentt |z)! To je dusledek pouZiti superpozice
bazovych stavi na vstupu.

Shrnuti

Pro nalezeni periody néjaké diskrétni funkce nejprve pfipravime superpozici stavi
odpovidajicich vSem vstupnim argumenttim, pak tento stav pouzijeme jako argu-
ment pro vypocet funkce f a poté provedeme vypocet kvantové Fourierovy trans-
formace na registru agrumentt. Nakonec zméfime hodnotu v registru argumenti
(zatimco stav v registru funkénich hodnot miizeme zcela ignorovat) a z ni se poku-
sime vytipovat hledanou periodu. Spravnost tipu pak ovéfime pfimym dosazenim
do funkce. Protoze téchto tikonid je mnohem méné, nez kolik bychom museli ucinit
pii ~ 2¥-nasobném dosazovani do funkce, pfedstavuje tento algoritmus podstatnou
usporu pri hledani periody.

Pojmy k zapamatovani

e registr argument,

e registr funk¢énich hodnot,

e kvantova Fourierova transformace,
e méreni stavu

2.5 Faktorizace ¢isel

Predeslé vysledky maji velky vyznam pro efektivni faktorizaci velkych ¢isel. To by
nam umoznilo efektivné lustit tzv RSA kryptograficky kéd, (viz pfiloha B). Pfedpo-
kladejme, Ze hodlame faktorizovat ¢islo A/. Bude ndm stacit nalézt jediny faktor, coz
redukuje ulohu na jednodussi ptipad. Mtzeme postupovat nasledujicim zptsobem:

1. Zvolime é&islo 2z a ov&fime u néj, Ze je nesoudélné s N. To lze velmi snadno tzv.
Euklidovym algoritmem. Pokud je ¢islo z soudélné s A, méme prvni faktor ¢isla
N—nejvétsi spolecny délitel A a 2.

2. Na kvantovém obvodu sestrojime funkci f(z) = 2*(modN). Tuto funkeci si mu-
zeme zapsat jako posloupnost

e Jofrj 2. fr=1|r|r+1|r+2|. |20 |2r41]...
f(x) 112 2’2 Z'r—l P Zr—i—l ZT+2 Z2’r 22r+1
flx)||1]2]22 A I B 22 1 2

Druhy radek je tu psan jako posloupnost mocnin, které je vSak tieba brat modulo
N. Ve tretim fadku jsou jiz zapsany funkéni hodnoty tak, Ze je ziejmé, Ze funkce
je periodicka s periodou 7: ¢islo r je prvnim netrividlnim exponentem, pro ktery
plati z"(modN) = 1.
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3. Pomoci kvantového algoritmu (viz predchozi kapitola) nalezneme hodnotu peri-
ody 7. Pokud je toto ¢islo sudé, pokracujeme k bodu 4, pokud neni, vratime se
k bodu 1 a volime novou hodnotu z. (Pfi kazdém opakovani mame 50% Sanci
dostat sudy vysledek, takze takovychto opakovani nebude mnoho.)

4. Po nalezeni sudého r mizeme vztah 2" (modN') = 1 pfepsat ve tvaru

(zr/2)2 —1 = 0(modN\),
(22 +1) (22 =1) = 0(modN). (2.5.1)
To znamend, Ze soucin na levé strané rovnice (2.5.1) je ndsobkem ¢isla N a tudiz
bud (zr/z + 1) nebo (zr/2 — 1) (pifpadné obé &sla) m4 spolecného délitele s A
5. Nakonec Euklidovym nalezneme spolecného délitele (z’”/ 24 1) a N, pfipadné
spolecného délitele (z”/ 2 _ 1) a N. Toto ¢islo tedy Fesi nas problém.

Pruvodce studiem

V roce 1977 byla vypsana cena 100 dolarti pro toho, kdo dokaze faktorizovat
¢islo N = 114 381 625 757 888 867 669 235 779 976 146 612 010 218 296 721
242 362 562 561 842 935 706 935 245 733 897 830 597 123 563 958 705 058 989
075 147 599 290 026 879 543 541. Reseni piislo az v roce 1994, kdy 600-¢lenny
tym, ktery spojil sily svych vypocetnich prostiedki ohlasil vysledek: N = pq,
kde ¢ = 3 490 529 510 847 650 949 147 849 619 903 898 133 417 764 638 493
387 843 990 820 577 a p = 32 769 132 993 266 709 549 961 988 190 834 461 413
177 642 967 992 942 539 798 288 533.

Pro ilustraci si zkusme timto postupem faktorizovat ¢islo 15. Jako ¢islo z si zvolme
tieba 7. Jako posloupnost funkénich hodnot f(x) = 7*(mod 15) pak dostavame

v [[0]1]2]3|4]5[6|7 |8]
fl)|1|7[4]13]1|7]4]13]1]

Je vidét, ze perioda funkce f(z) je r = 4, coz je sudé ¢islo. Miizeme tedy psat

9[10]...
714 ...

(72 +1) (72 = 1) = 0(mod 15),
50 x 48 = 0(mod 15). (2.5.2)

Tedy bud 50 nebo 48 musi mit s ¢islem 15 spolecného délitele. Jak vidime (nebo
ovéfime Euklidovym algoritmem), nejvétsi spolecny délitel ¢isel 50 a 15 je 5 a tedy
5 je délitelem cisla 15.

Zkusme si jesté faktorizovat cislo 391. Za c¢islo z si zvolme napiiklad 4. Pro po-
sloupnost funkénich hodnot f(x) = 4*(mod 391) je pak jiz vyhodné vyuzit pocitace.
Dostavame pak
123 4|5 |6 |...]42|43|44[45]...
411664256 242186 ...[220]98| 1 | 4 |...
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Perioda funkce f(z) je tedy r = 44, coz je opét sudé ¢islo. MuZeme tedy psat

(42+1) (42 =1) = 0(mod 391),
17 592 186 044 417 x 17 592 186 044 415 = O(mod 391).  (2.5.3)

BEuklidovym algoritmem zjistime, Ze ¢isla 17 592 186 044 417 a 391 jsou nesoudélna,
kdezto ¢isla 17 592 186 044 415 a 391 maji spole¢ného délitele 23. Cislo 23 je tedy
jednim z hledanych délitelt a ¢islo 391 1ze faktorizovat jako 391 = 23 x 17.

Shrnuti

Efektivni faktorizace velkych ¢isel je podstatnd pro lusténi kryptografického RSA
kédu. Pro nalezeni délitelt ¢isla N zvolime s nim nesoudélné ¢islo z a nalezneme
periodu funkce f(z) = 2*(modN) jako né&jaké sudé ¢islo r. Kvantovy podcitac je v
tomto kroku mnohem efektivnéjsi nez klasické pocitace. Z periody r pak snadno
zjistime alesponi jednoho délitele ¢isla N.

2.6 Groveruv algoritmus: vyhledavani v
neusporadanych seznamech

2.6.1 Popis algoritmu

Grovertiv algoritmus pomah4 vyhledat v nesetfidéném seznamu o délce N ¢islo
x, které spliuje predem zadanou podminku. Predpokladejme, ze N je ¢islo spliujici
2V = N a necht U, je kvantovy obvod, ktery dévéd jako vystup odpovéd, zda vstup
spliiuje nasi podminku,

Uy :|z;0) — |z,P(x)), (2.6.1)
kde

1 pokud x spliuje podminku

0 pokud z nesplnuje podminku (2.6.2)

P(z) = {

Registr pro funkéni hodnoty tedy mtze byt pouze jednobitovy. Kvantové vyhleda-
vani probiha takto:

1. Vstupni registr pfipravime v superpozici vSech bazovych stavi (napfiklad z vy-

nulovaného registru pomoci Walshovy-Hadamardovy transformace ),

2N 1

0) — Zji/z > ) (2.6.3)

2. Na takto pfipraveny vstupni stav aplikujeme kvantovy obvod U, ziskdme tak
stav

1 2N 1

N2 2_:0 |z; P(x)). (2.6.4)
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Znamena to, zZe pokud je na vystupu registru pro funkéni hodnotu jednicka, musi
byt v registru pro argument funkce hodnota, ktera spliuje nasi podminku, na-
zvéme ji xo. Pokud bychom tedy provedli méfeni na registru pro funkéni hodnotu
a ziskali hodnotu 1, méfeni na registru pro z by nam dalo hledané ¢islo xy. Pro-
blém vsak je, ze vysledek 1 na registru pro funkéni hodnotu ziskdme s mizive
malou pravdépodobnosti ~ 1/2V. Grovertiv trik spo¢iva v transformaci kvanto-
vého stavu z rovnice(2.6.4) tak, aby vzrostla velikost amplitudy pravdépodobnosti
pro stav |zg; 1). To se déje nasledujicim zpusobem:

3. Provedeme transformaci stavu, ktera zméni amplitudu a; na —a; u téch bazovych
stavii |z;), pro které P(x;) = 1.

4. Transformujeme stav tak, ze se amplitudy pravdépodobnosti ,,preklapi“ kolem
stfedni hodnoty amplitud. Tyto dva kroky jsou zndzornény na obr. 2.13.

stfedni hodnota

XO X
stfedni hodnot
-—-- - —
o X
stfedni hodnota
- ———
)CO X

Obr. 2.13: Preklapéni amplitud v Groverové vyhledavacim algoritmu.

5. Posloupnost operaci - aplikace operatoru U, — pieklopeni amplitudy a; na —a;
— preklopeni amplitud kolem jejich stfedni hodnoty opakujeme T2V/2-krat.
6. V registru pro argumenty funkce provedeme méfeni a odecteme vysledek.

2.6.2 Preklapéni kolem stiedni hodnoty amplitud

Abychom mohli aplikovat Grovertuv algoritmus, musime dokazat pomoci zaklad-
nich kvantovych hradel sestavit obvody preklapéjici amplitudy pravdépodobnosti.
Pro ptreklapéni amplitud kolem jejich stfedni hodnoty potrebujeme zajistit transfor-
maci

2NV—1 2N 1
Y aglrr) = Do (24— ap)|ay), (2.6.5)
k=0 k=0
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kde A oznacuje stfedni hodnotu amplitud a;. Tato operace odpovida matici 2V x 2V

QN 1 9N oUW
2N olN 1 otN
D: DERIEY .« .. ... o .. ’ (2.6.6)
2N N N

Protoze plati, Ze DD' = I, je matice D unitarni a mtize odpovidat néjakému vyvoji
kvantovych stavii. Nasim tkolem je nyni ukazat, ze tuto matici lze efektivné imple-
mentovat pomoci nepfili§ vysokého poc¢tu elementarnich hradel (jejich pocet by mél
byt tmérny N a ne dimenzi matice 2V).

Grover ukazal, ze matici D lze zapsat ve tvaru D = W RW , kde W je Walshova-
Hadamardova transformace a R je fazovy posuv o © u jediného bitu,

1 0 0
I N (2.6.7)
0 0 ~1

Je uzitecné si napsat matici R jako R = R’ — I, kde

2 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0

R=|0 0 2 ... 0 |. (2.6.8)
0 0 0 ... 0

Protoze WRW je W(R' — I)W = WR'W — I a jak si mizeme ovéfit, plati

21—N 21—N 21—N
1-N 1-N 1-N

wrRw=|2 ¥ 2 (2.6.9)
A gi i

Tim padem je W R'W —I = D. Pieklapéni amplitud kolem stfedni hodnoty lze tedy
dosdhnout aplikaci dvou Walshovych transformaci a fazovym posuvem u jednoho
bitu.

2.6.3 Preklopeni znaménka amplitudy

Abychom dokazali preklopit znaménko u té amplitudy, ktera prislusi stavu spl-
nujicimu podminku P(x) = 1, uvazujeme operator U, ptsobici obecné U, : |z;b) —
|z;b & P(x)). Aplikujeme nyni U, na superpozici [¢)) = 557 Y2 1o, |x) a qubit b
ve stavu |b) = %(|O> —]1)). Rozdélme nyni mnozinu v8ech x na dvé podmnoZiny:
Xo ={z|P(z) =0} a X; = {z|P(x) = 1} a nechme pusobit operator U, na |);b):

1
Up|¢,b> = WU‘D ( Z Oéz|l',0> + Z Oéz’$,0> — Z Oém|ﬂ?,1> — Z am|x,1>)

z€Xy reX] z€Xp zeX1

7



1
= S (Z 2,08 0) + > az0®l) — > alz,le0)— > %|g;,1@1>>

r€Xo reXq r€Xo reXq
1
= s (Z o |z,0) + Y aglz,l) — > aglrl)y — > a$|z,0))
r€Xo reXq rz€Xo r€eXq
1
- (Z ey = 3 %|x,>) 0
r€Xo x€Xo

Vidime, Ze stav |b) zistane nezménén, ale v registru pro argument funkce dojde k
preklopeni znaménka u téch amplitud, pro které je P(z) = 1.

Shrnuti

Grovertv algoritmus umoznuje efektivné zjistit, ktery argument x spliiuje podminku
P(x) = 1. Pokud timto argumentem miiZe byt libovolné ¢islo z 2V, museli bychom pti
klasickém vyhledavani dosazovat do funkéniho vztahu priimérné 2V —1-krat. Grove-
ruv algoritmus vyzaduje pouze %ZN /2_n4sobné dosazeni. Tento algoritmus je mozné
implementovat pomoci kombinaci Walshovych-Hadamardovych transformaci, jed-

nobitovych fazovych posuvi a kvantového obvodu realizujiciho testovani podminky
P(z).

Pojmy k zapamatovani

e Preklapéni amplitud kolem stiedni hodnoty,
e pieklapéni znaménka amplitudy hledaného stavu,
o efektivni vyhledavani.

2.7 Kvantova kryptografie

Ackoliv by kvantové pocitace mohly znamenat urcitou hrozbu pro nase soukromi,
prinasi jiné odvétvi kvantové informatiky naopak moznost, jak dosdhnout bezpec-
ného prenosu utajovanych zprav. Vyuziva se tu principialni nemoznosti spolehlive
rozliSovat mezi neortogonalnimi kvantovymi stavy a toho, ze méfeni kvantovy stav
obecné narusuje. Zakladem kvantové kryptografie je distribuce tajného klice mezi
dvéma vzdalenymi partnery tak, aby nikdo jiny kli¢ nemohl znat. Jakmile dvé strany
kli¢ znaji (je to v podstaté ndhodna posloupnost nul a jednicek), staci jej pficist k
binarné kédované zpravé. Takto zasifrovana zprava se pak vnéjsimu pozorovateli jevi
jako zcela ndhodné posloupnost nul a jednicek bez jakychkoliv vnitinich korelaci,
které by se daly vyuzit k ziskani néjaké uzitecné informace.

Pruvodce studiem

Sdileji-li dvé strany zcela ndhodnou, tajnou posloupnost ¢isel, mize ji vysila-
jici strana pricist ke své zpravé (zapsané pomoci ¢islic) a prijimajici strana pak

78

(2.6.10)

Charles Bennett
z IBM, jeden z
objeviteli
kvantovée
kryptografie.



od sifrované zpravy odecist. Timto zptsobem lze predat tajnou zpravu, aniz by
z ni nékdo nepovolany mohl zjistit cokoliv rozumného. Problém je, ze takovyto
kli¢ mizeme pouzit pouze jednou: pri opakovaném pouziti lze v predavanych
zpravach najit korelace, které by mohly vést k , prosaknuti“ citlivych informaci
ven. Moznost predavat tajny kli¢ jako velmi dlouhou posloupnost nahodnych
cisel je tedy zcela podstatna.

2.7.1 Distribuce klice

BOB

Obr. 2.14: Schéma kvantové kryptografie, protokol BB84.

Jak se takovyto bezpecny kli¢ distribuuje? Uvedme si pro piiklad princip kédu
nazvaného BB84 podle jeho autori Charlese Bennetta a Gilese Brassarda a roku,
ve kterém byl publikovan. Dvé komunikujici strany, zvané tradi¢né Alice a Bob
chtéji sdilet tajny kli¢, viz obr. 2.14. Alice posila Bobovi posloupnost qubiti, které
kéduji bity ve dvou moznych bazich. Pro jednoduchost si predstavme rtizné linearni
polarizace fotont: ty mohou byt orientovany bud vodorovné (stav | <), coz bude
oznacovat hodnotu bitu 0) nebo svisle (stav | [), coz oznacuje hodnotu bitu 1).
Toto odpovida ,cCervené“ bazi ,®“ na obr. 2.14. Alice vSak vyuzije i kddovani
v jiné bazi: foton mize byt linedrné polarizovin ve sméru +45 stupnu (stav
| ) = \%(l 1) + | <)) coz bude znamenat bit 0) nebo ve sméru —45 stupnd (stav
|\ = %ﬂ 1) =1 <)), coz znamen4 hodnotu bitu 1). Toto odpovidd ,,modré* bézi
,®“ na obr. 2.14. Alice ndhodné prepina baze, ve kterych bity kéduje a také hodnoty
bitt jsou zcela ndhodné. Fotony zaslané Bobovi tedy mohou tvofit posloupnost jako:

1. 2. 3. 4. 5 6 7. 8. 9. 10.  11. 12.

DN TN o) 1A 1D 1= 127 To) 10 1N <)
1 1 1 0o 0 1 0 0 0 1 1 0

Bob méii polarizace fotonti, které k nému pfichazi. Protoze vsak nevi, v jaké bazi
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Alice kédovala, nédhodné prepind svij detektor tak, aby rozliSoval bud mezi
horizontalni a vertikalni polarizaci (baze ,,®“), nebo mezi polarizaci ve sméru +45
stupnii a —45 stupni (baze ,®“). Piipomenime, Ze podle zakont kvantové fyziky
je vysledek méfeni zcela ndhodny, pokud Bob méfi v jiné bazi, nez v jaké Alice
kédovala sviyj bit. Jestlize tedy Alice poslala foton | \) a Bob méfil v bazi ,,®“,
dostane se stejnou pravdépodobnosti vysledek | [) jako | <). Pfedpokladejme, ze
posloupnost bézi, ve kterych Bob méfil je (ve vztahu k vySe uvedenym Alicinym

stavim)

4. 7. 9. 10.  11. 12.

1. 2. 3 5. 6. 8.
DN N T 1D =) 12 T 1D N [<)
1 1 1 o 0 1 0 0 0 1 1 0

® ® D ® D D ® D D ® ® D

Bobovy naméfené hodnoty pak mohou byt napriklad
1. 2. 3. 4. 5 6 7. 8. 9. 10.  11.  12.

T Ty 10 10 T T 1<) T=) T T~ 1<)
1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0

Ve druhém, Sestém, devatém, jedenactém a dvanactém pripadé meél Bob stejnou bazi
jako Alice a musi tedy ziskat stejnou polarizaci, jakou Alice posilala. V ostatnich
pripadech je naproti tomu vysledek Bobova méfeni zcela ndhodny. Bob nyni Alici
sdéli, jaké baze pro sva méfeni pouzival (ne vSak vysledky méfeni) a Alice mu
odpovi, ve kterych pripadech pouzila stejnou bazi jako Bob. Komunikujici strany
nyni védi, kdy mohou ocekavat stejné polarizace fotont, pfiradi jim odpovidajici
hodnoty bitl a ostatni data zahodi. Pro nas ptiklad jsou tedy ponechané polarizace
ty, které odpovidaji fotontim ¢islo 2, 6, 9, 11 a 12, tedy | \), | 1), | <), | )
a | <), coz predstavuje hodnoty bitd ,1,1,0,1,0“. Tato ¢isla mohou pfedstavovat
zacatek klice, sdileného Alici a Bobem.

2.7.2 Odhaleni narusitele

Co kdyz se vsak nékdo pokousel tuto komunikaci odposlechnout a ziskat néjakou
znalost o kli¢i? Néjaky narusitel (nebo narusitelka - eavesdropper, vétsinou pojme-
novana Eva) zachytava fotony vyslané Alici, proméii je a posle Bobovi. Reknéme,
ze Eva zna vSechny detaily komunikace mezi Alici a Bobem a vi, ze fotony mohou
pfilétat s nékterou ze ¢tyt linedrnich polarizaci | [), | <), | \) a | /). Nemiize
vsak védeét, pro kterou polarizaci se rozhodla Alice v kazdém jednotlivém pripadé.
Co kdyby se Eva rozhodla detekovat polarizace a ndhodné pfi tom stiidat baze?
Predstavme si napiiklad Evinu posloupnost bazi

1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8& 9. 10. 11. 12
@ D & & Db D D XYW ¥ b D D

Jeji namétrené hodnoty mohou byt naptiklad
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1. 2. 3. 4. 6. 7. 8. 9. 10.  11. 12

5.
® ® ® ® e o 6 ® © @ © o
2 1D IN) AN (=) 1D =) 12 1N 1D 1D <)

Ve tretim, Sestém, sedmém, osmém, desatém a dvanactém ptipadé to byla stejna
baze jako u Alice a musi tedy ziskat stejnou polarizaci, ostatni hodnoty jsou na-
hodné. Fotony s polarizacemi odpovidajicimi Evinym datim nyni putuji k Bobovi.
U Sestého a dvanactého fotonu maji Alice, Eva i Bob stejnou bazi, takze budou mit
i stejné namérené hodnoty polarizace. U druhého, devatého a jedenactého fotonu
jsou baze Alice a Boba stejné, Eva ma vSak baze odlisné. Foton, ktery prijde Bobovi,
bude déavat zcela ndhodnou hodnotu polarizace. A¢ méli Bob a Alice stejné baze,
mohou u daného fotonu pozorovat rizné polarizace - a to je podezrelé! Nesoulad
mezi vysilanymi a naméfenymi hodnotami v pripadech, kdy Alice i Bob méli stejné
baze je znakem toho, Ze naruSitel mohl byt na draté. V praxi to znamena, ze
komunikujici strany obétuji ¢ast dat (feknéme tisic biti z celkového poc¢tu deset
tisic) na jejich porovnani. V piipadé shody mohou Alice a Bob pfedpokladat, ze
jejich komunikaci nikdo nenarusil a ty bity, u nichz méli stejnou bazi, pouziji jako
tajny klic. To, ze by Eva méla stésti a podafilo se ji odposlechout vyménu dat,
aniz by Alice a Bob zjistili néjakou neshodu, je velice malé, v nasem piipadd 2729,
Pokud se budou nékteré z kontrolnich bit lisit, znamena to moznost naruseni
soukromi a Alice a Bob pfestanou komunikovat. Poznamenejme, Ze bezpecnost
kvantové kryptografie je mimo jiné zalozena na nemoznosti klonovani kvantovych
stavil.

2.7.3 Rozvoj kvantové kryptografie

N4&s priklad ilustroval kryptograficky princip na zakladé polarizovanych fotoni.
Existuje fada jinych navrhi, vyuzivajicich dalsich vlastnosti svétla. Je mozné ko-
dovat qubity pomoci interferometrické faze, pomoci intenzity svételnych pulsi, ¢i
pomoci prostorovych médi, v nichz se pulsy Sifi. Vyzkum v této oblasti je velice
intenzivni a kvantova kryptografie ma zatim ze vSech odvétvi kvantové informatiky
nejbliz ke komerénimu vyuziti. Z fady mezinarodnich projekti, které v této oblasti
pusobi, jmenujme napiiklad IST QuComm, financovany z Patého ramcového pro-
gramu EU, jehoz fesitel prof. Anders Karlsson ziskal roku 2004 Descartovu cenu
(udélovala se v Praze), projekt SECOQC, jehoz cilem je vyvinout funkéni prototyp
komercéné vyuzitelného kryptografického spojeni, ¢i projekt COVAQIAL, soustredici
se na vyuziti spojitych proménnych pro kvantovou komunikaci.

Na poslednich dvou jmenovanych projektech se podili i Univerzita Palackého v
Olomouci. K jejim dilezitym vysledktim patfii jedno z prvnich experimentalné fun-
gujicich kryptografickych zafizeni, které muze slouzit i jako systém pro vzajemnou
identifikaci komunikujicich stran. To je v podstaté kombinace kryptografického sys-
tému na distribuci tajného klice, spojeného s identifika¢ni procedurou pro rozpoznani
komunikujicich stran [2.7]. Jako qubity tu fungovaly slabé nanosekundové pulsy, ces-
tujici optickym vldknem, pficemz informace se nekédovala do jejich polarizace, ale
do jejich nacasovani: Alice sviij puls vlaknovym délicem rozdéli na dvé ¢asti, z nichz
jedna projde delsi trasu nez druhd, a poté je opét vlaknovym déli¢em spoji (snimek
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Obr. 2.15: Kvantova kryptografie v Olomouci: Dr. Haderka doladuje ,,Alici“, vysilajici
¢ast kryptografického vlaknového interferometru.

z laboratofe je na obr. 2.15). Tyto dvé trasy tak funguji jako dvé ramena Machova
- Zehnderova interferometru, jejichz vzajemnou fazi muzeme nastavovat. Pokud je
puls slaby tak, ze obsahuje maximéalné jediny foton, bude po priichodu takovymto
interferometrem ve stavu odpovidajicim superpozici dvou moznych stavi: ,foton
vepfedu“ (prosel krat$im ramenem) a ,foton vzadu“ (zdrzel se v delsim rameni).
Tyto dvé moznosti spolu s jejich libovolnymi superpozicemi predstavuji qubit, s je-
hoz detekci se musi vyporadat Bob - tedy pfijimaci stanice. K detekci mu poslouzi
podobny interferometr, jako mé Alice, pfi¢em? nastaveni faze tu hraje roli vybéru
béaze. Obé stanice spojovalo vlakno o celkové délce 0,5 km a zafizeni bylo schopné
vygenerovat zhruba 6 kilobitta klice za sekundu.

Pruvodce studiem

V dnesni dobé jiz funguji vlaknové kryptografy na vzdalenost nékolika desitek
kilometrt se soucasnym rekordem cca 120 km. Dtivodem, proc¢ je tézké dostat
se dale, jsou absorpéni ztraty: narozdil od bézné optické komunikace je nelze
kompenzovat zesilovaci, protoze ty by do systému vnesly podobny Sum, jako
pripadny narusitel. Nicméné i tato vzdalenost mtize prinést zajimavé aplikace,
napf. pro komunikaci mezi bankami vétsi aglomerace. Pfipomenme, ze prvni
bankovni transakce na bazi kvantové kryptografie probéhla na jare roku 2004
mezi videnskou radnici a pobockou mistni banky - své schopnosti tu demonstro-
vala skupina prof. Antona Zeilingera z videnské univerzity. Druhou moznosti je
posilat fotony volnym prostorem. Za vhodnych atmosférickych podminek tak
lze komunikovat pomoci fotont siticich se vzduchem nékolik desitek kilometri.
Na delsi vzdélenosti se vSak muzeme dostat, pokud foton ¢ast své cesty urazi
vzduchoprazdnym prostorem - pro kryptografickou komunikaci pak bude nutné
vyuzit druzicového systému.
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Shrnuti

Kvantova kryptografie umozinuje dvéma stranam sdilet tajny kli¢. Je zalozena na
vyméné kvantovych stavii a jejich méfeni. U protokolu BB84 Alice posilda Bobovi
bity kédované pomoci stavii ve dvou rtiznych bazich, Bob na téchto stavech provadi
méreni. Jak Alice, tak i Bob své baze nahodné méni. Po zaslani vSech stavi se
strany vzajemné informuji o bazich, které pouzily pro kazdy stav. Jako soucast klice
pouziji bity z téch pripadt, u kterych se jejich baze shodovaly. Pro kontrolu se u
¢asti takovychto bit informuji, zda se skutecné hodnoty biti shoduji. Pokud by se
néjaky narusitel pokousel vysilané stavy zachytit a promérit, projevilo by se to tim,
ze nékteré z kontrolnich bitd by se neshodovaly.

Pojmy k zapamatovani

Protokol BB84,
kryptograficky kli¢
stfidani bazi
kvantové méteni

2.8 Kvantova provazanost

Dilezitym aspektem kvantové informatiky je existence tzv. entanglovanych, ne-
boli kvantové provazanych stavi. (Jako kuriozitu je poprvé zminil Erwin Schrédin-
ger, ktery je pojmenoval ,verschraenkte Zustdnde“, v angli¢tiné se objevuji pod
niazvem entangled states“.) Jedna se o stavy systému, sklddajiciho se ze dvou ¢&i
vice navzajem odlehlych podsystémti. Vlastnosti téchto podsystémii (predstavme si
korelované. Pokud je cely systém v kvantové provazaném stavu, budou vzajemné
korelované rizné pary veli¢in, a to tak, ze korelaci je vice, nez by nam dovolovaly
tvahy na zdkladé klasické fyziky (pfesnéji Feceno, korelace mezi méfenimi na dvou
kvantovych podsystémech mohou narusovat tzv. Bellovy nerovnosti). Pro ilustraci
uvazujme napiiklad dva fotony A a B v kvantovém stavu

1
[¥) = 7 (I Dal =)s =1 <)al Db). (2.8.1)

Pokud bychom mérili polarizaci jediného fotonu, dostali bychom zcela ndhodnou
hodnotu. Polarizace kazdého fotonu je ovSem vzdy pfesné opacna, nez ma jeho part-
ner: pokud u fotonu A namétfime vertikalni polarizaci, bude mit foton B s jistotou
horizontalni polarizaci a naopak. A neplati to jen pro méfeni v bazi vertikalni a
horizontalni polarizace. Zkusme pro ilustraci prevést stav |¢)) do baze kruhovych
polarizaci. Ze vztaht (2.2.1) a (2.2.2) zjistime, Ze stavy | <) a | ) mohou byt
zapsany ve tvaru

1

1 = (R —ilL), (2.8.2)

| <) =

(—i|R) + |L)). (2.8.3)

SR L
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Stav [1) tedy mtZeme psat jako

¥) = AFKWM—MDMFﬂmB+Mm)

— (—ilR)a+[L)a) (|R) s —i|L)B)]

= 5 (RalL)s ~ L) R)s). (284)
Znamena to tedy, Ze pokud je foton A pravotocivé polarizovany, bude foton B levo-
toc¢ivy a naopak. Kdykoliv ale zjistime, ze foton A mél horizontéalni polarizaci, bude
foton B vertikalné polarizovany. Jak je to mozné, kdyz prece linearni polarizace fo-
tonu znamena, ze se foton bude chovat zcela ndhodné pii prichodu analyzatorem
detekujicim kruhovou polarizaci? Da se uvazovat, ze si kazdy foton s sebou nese ja-
kousi ukrytou informaci, ktera rozhoduje o tom, jak na ktery analyzator reagovat a je
to jen nase neznalost, diky které povazujeme chovani fotonu za ,,nahodné“? John S.
Bell roku 1964 ukéazal, ze pokud by takovéto ,lokalni skryté proménné“ existovaly,
musely by statistiky méfeni rtiznych velicin spliiovat urcité nerovnosti. Kvantova
mechanika vsak predpovidd moznost naruseni Bellovych nerovnosti a fada experi-
menti ji dava zapravdu. Plyne z toho, Ze existenci lokalnich skrytych proménnych
musime nejspis ze svych tvah o prirodé vyloucit.

Stav |1), nazyvany singlet, je typickym piikladem ,entanglovaného®, tedy kvan-
toveé provazaného stavu. Je ale nutné si uvédomit, ze ne vSechny korelace odpovidaji
kvantové provazanosti. Predstavme si, ze nam néjaky zdroj posila dvojice fotont,
které budou s 50% pravdépodobnosti ve stavu | [) 4| <) a s 50% pravdépodobnosti
ve stavu | <») 4| [)p. V kvantovém formalismu by to odpovidalo matici hustoty

= I Dall1® ] odales [+ 5l hato [@ ] Dl | (2.8.5)

I v tomto ptipadé jsou linearni polarizace obou fotoni korelované: pokud u fotonu
A zjistime vertikalni polarizaci, bude foton B s jistotou polarizovan horizontalné a
naopak. Narozdil od predchoziho piipadu se stavem [¢), u stavu p vSak nebudeme
pozorovat zadné korelace mezi kruhovymi polarizacemi obou fotoni. Matice hustoty
0 z rovnice (2.8.5) neodpovida kvantové provazanému stavu.

Presnéji se kvantova provazanost definuje takto: jakykoliv kvantovy stav dvou
podsystémi A a B lze popsat matici hustoty 04p. Pokud je mozné tuto matici
hustoty zapsat jako soucet

0as = > o'y 0%, (2.8.6)
k

kde 0 < pp £1a gff) jsou matice hustoty podsystému A a gg) jsou matice hus-

toty podsystému B, nazyva se stav oap faktorizovatelny. Pokud neexistuje zadna
moznost, jak matici hustoty pap zapsat ve tvaru (2.8.6), je prislusny stav kvantové
provazany.

V kvantové informatice se Casto pracuje s kvantové provazanymi stavy dvou
qubitti. Je proto velmi uzitecné zavést pro dvoubitové systémy bézi, jejiz vSechny
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stavy jsou kvantové provazané. Jedna se o takzvanou Bellovu bdzi:

1
%) = = (00) + 1), (2.8.7)
_ 1

@7) = ﬁ(|00>—|11>)7 (2.8.8)

oy = ;§(|01>+|10>), (2.8.9)

o) = L (jo1) — [10)). (2.8.10)

2

%

Jak se miizeme presvédcit, singletni stav z naseho prikladu odpovida Bellovu stavu
).

Pruvodce studiem

Ptiroda nam nékdy poskytuje zdroj entanglovanych stavi. Piikladem mtize
byt frekvencni konverze foton v nelinearnich krystalech: z jednoho fotonu o
frekvenci w se mohou stat dva fotony s niz$imi frekvencemi w; a ws, pro néz
plati w; + wy = w. Tyto dva nové fotony jsou v kvantové provazaném stavu.
Casto ale byva problém, jak dva ptivodné nezavislé fotony (naptiklad piilétajici
ze dvou ruznych zdroji) piivést do vzajemné kvantové provazaného stavu.

Korelace u kvantové provazanych stavi svédcéi o tom, ze priroda se chova pod-
statné jinak, nez by odpovidalo nasi bézné intuici, z urcitého pohledu to vypada,
jakoby vysledek méfeni na jednom podsystému okamzité (nadsvételnou rychlosti)
ovlivnil chovani jinych ¢asti systému. Zaroven vsak toto ,nadsvételné* ovlivnéni ma
takovy charakter, ze ho nelze bezprostiedné vyuzit k pfedani informace: informace
sama se miize S$itit maximalné rychlosti svétla ve vakuu. Tyto vlastnosti kvantovych
systému daly pri¢inu k mnoha filosofickym diskusim o tom, co vlastné znamena
kvantovy stav, zda odpovida néjaké realité nebo spis nasi subjektivni znalosti a co
vlastné ,za tim vSim“ je. Ale v posledni dobé se spisSe lidé snazi zjistit, jak by se
tyto podivuhodné vlastnosti pfirody daly prakticky vyuzit. Naptiklad Artur Ekert
roku 1991 zjistil, Ze provazané stavy by byly vynikajicim prostfedkem pro krypto-
grafii (jeho protokol E91 je odlisny od vyse uvedeného protokolu BB84). Kromé toho
budou kvantové provazané stavy dutlezité pro chod kvantovych pocitact a jiz dnes

jsou zékladem dalsich zajimavych procesi: kvantové teleportace, hustého kédovani
a dalsich.

Shrnuti

Kvantovad provazanost (entanglement) je vlastnost stavi systémi, které jsou slo-
zené ze dvou (nebo vice) podsystému a méfeni na nich vykazuji uréity typ korelaci.
Kvantové provazané stavy jsou takové, které nejsou faktorizovatelné—ijejich matice
hustoty nelze prepsat do tvaru konvexni sumy soucinii matic hustoty jednotlivych
podsystémii. Kvantové provazané stavy mohou narusovat tzv. Bellovy nerovnosti,
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zatimco faktorizovatelné stavy nikoliv. U stavii dvou qubiti se ¢asto pouzivaji kvan-
tové provazané stavy tvorici tzv. Bellovu bazi.

Pojmy k zapamatovani

Faktorizovatelny stav,
Bellova baze,

singlet,

kvantova provazanost.

Cviceni
1. Dokazte, ze Bellovy stavy tvori ortonormalni systém stavi dvou qubiti.

2. Najdéte unitarni matici, kterd permutuje Bellovy stavy |®T) — [7) — |[UT) —
[U7) — [@7)

2.9 Kvantova teleportace

Jednou z aplikaci kvantové provéazanosti je kvantova teleportace. Predpokla-
dejme, ze Alice mé néjaky systém—pro jednoduchost predpokladejme qubit—v ne-
znamém kvantovém stavu. Sama tento stav nepotiebuje, ale rada by ho neporuseny
predala Bobovi, ktery je na vzdaleném misté a nelze mu qubit predat fyzicky. Alice
si vSak s Bobem miize telefonovat. Jak tento problém vyfesit?

Jako prvni myslenka nas muize napadnout, ze Alice jednoduse zméii svij qubit,
vysledek zatelefonuje Bobovi a ten si sviij qubit pripravi v tomto stavu. Ovsem
néco takového nam kvantova mechanika nedovoli. Alice miize méfit sviij qubit jen v
jediné bazi a pokud takové méreni provede, nutné musi pfijit o veskerou informaci,
ktera mohla byt zakédovana v jiné bazi. Predpokladejme napiiklad, ze Alice ma
svilj qubit ve stavu £|0) + z§]1> Pokud by Alice sviij qubit zméfila v bézi |0),
|1), dostala by bud jedni¢ku nebo (s mensi pravdépodobnosti) nulu, ale nemohla by
zjistit zadnou informaci o fazi mezi témito dvéma stavy.

Predpokladejme ale navic, ze Alice s Bobem jiz sdileji néjaky kvantové prova-
zany stav, napiiklad singlet |U~). V tomto piipadé mtze Alice Bobovi sviij stav
teleportovat. Pro popis teleportace nam poslouzi obr. 2.16. Pro odliseni si ozna¢me
Alicin vstupni systém 0 a systémy, které nesou provazany stav jako 1 (tento systém
bude mit Alice) a 2 (bude mit Bob). Predpokladejme, ze Alicin qubit je ve stavu
al0)o + B|1)o. Na pocatku je tedy cely tficasticovy systém ve stavu

oz = (@I0)o-+ 810) 75 (101 1)z = [1)110)). (29.1)

Teleportace pak probihé nasledujicim zptisobem:

1. Alice provede méfeni na kombinovaném systému 0 a 1 v Bellové bazi. Tim ziska
vysledek, ktery je bud &, &~ ¥* nebo ¥U~. Jeji vstupni stav je timto méfenim
zlikvidovan a navic nemuize o tomto stavu jiz nic zjistit ani z vysledku méfeni: v
kazdém z Bellovych stavi je totiz stejné zastoupen jak stav |0)q tak i stav |1)o.
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Obr. 2.16: Kvantova teleportace jednoho qubitu. Alice ma qubit v néjakém neznadmém
stavu |¢i,) a chce ho predat Bobovi, aniz by ho mohla fyzicky poslat. Muze k tomu vyuzit
sdileny kvantoveé provazany stav.

2. Alice vysledek méteni zatelefonuje Bobovi (v podstaté mu preda jen dva bity
informace).

3. Bob podle vysledku méreni provede jednu ze ¢ty moznych transformaci na svém
systému 2. Poté je systém 2 ve stejném kvantovém stavu, v jakém byl systém 0
na pocatku.

Pro¢ tomu tak je zjistime, kdyZ budeme pusobit na stav (2.9.1) projekénimi
operatory Bellovych stavil, coz odpovida méreni v Bellové bazi:

[2)o1 (@ [P)or2 = |2 )or(all)s — 3]0)a), (2.9.2)
127 )01 (@ [Y)orz = |2 )or(a]1)s + 3[0)2), (2.9.3)
U)o (T o = [T (B[1)2 — @[0)2), (2.9.4)
)01 (T 7 [)o1z = [¥7)or(Bl1)2 + ]0)2). (2.9.5)

Znamena to tedy, ze pokud Alice zjisti stav ¥~ , nebude Bob délat se svym qubitem
nic a jeho stav bude roven vstupnimu stavu na Aliciné qubitu. Pokud Alice zjisti
stav U, bude muset Bob fizové posunout amplitudu u stavu |0)2 o ©. Pokud Alice
zjisti nektery ze staviit ¢, bude muset Bob rotovat sviij qubit mezi bazovymi stavy
|0)2 a |1) a piipadné i provést fazovy posuv. Kazdopadné po nékteré z téchto
jednoduchych operaci bude vystupni stav Bobova qubitu roven vstupnimu stavu
qubitu u Alice, a to aniz se kdokoliv mohl tuto hodnotu stavu dozvédét.

Shrnuti

Kvantova teleportace je pfedavani kvantového stavu z jednoho systému na druhy—
vzdaleny. Vyuziva se pii ni sdileného kvantoveé provazaného stavu a klasické komu-
nikace. Alice provede méfeni v Bellové bazi na vstupnim stavu a jeji ¢asti sdileného
provazaného stavu. Tim se ovSem vstupni stav zni¢i. Vysledek méteni preda Alice
Bobovi a ten na jeho zakladé provede transformaci na své ¢asti sdileného provaza-
ného stavu. Tim ptivodneé znic¢eny vstupni stav nové vznikne na Bobové podsystému.

Kontrolni otazky
1. Jaké hradlo by mél pouzit Bob na svij qubit, pokud Alice namérila stav |V )q; ?
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2.10 Zavér

Kvantova informatika si ziskdva misto jak ve fyzikalnich, tak v matematickych
oblastech. Po matematické strance jsou nejzajimavéjsi mozné nové algoritmy a pro-
problémem jejich konkrétni implementace. Tento text by mél slouzit jako zakladni
orientace pro ty, kdo by se chtéli nékterym otazkam kvantové informatiky vénovat.
Piipadny zdjemce najde dalsi informace bud v ptvodni literatufe (napt. [2.4, 2.6]), v
prehledovych ¢lancich (k vynikajicim patii Braunsteintv [2.5]) nebo v monografiich
(napf.[2.3, 2.2]).
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Priloha A

Fyzikalni konstanty a jednotky pouzité
v textu

V prehledné tabulce uvadime fyzikalni konstanty a jednotky pouzité v textu spolu
s jejich hodnotami v soustaveé SI.

Boltzmannova konstanta kp = 1,380662-10723J. K~}

hmotnost Slunce Mg = 1,989 -10%%kg
gravitacni konstanta G =6,6720-10"1N-m? kg2
parsek 1pc = 3,08597756-10% m
Planckova konstanta h =6,626176-1073% J-s
rychlost svétla ve vakuu ¢ = 2,997924580-108 m-s*
svételny rok 11y = 9,460 528 3-10° m
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Priloha B

RSA kryptograficky kod

RSA kéd je nazvan podle svych objevitel, kterymi jsou Ronald Rivest, Adi

Shamir a Leonard Adleman. Funguje nasledujicim zptisobem. Pfedpokladejme, ze
dva ucastnici—Alice a Bob spolu chtéji bezpecnym zptusobem komunikovat. Alice
bude pfijimat od Boba zpravy, které nikdo kromé Alice nedokaze rozlustit.

1.

Alice zvoli dvé velk4 prvodisla p a ¢ a vynasobi je, takZe dostane ¢islo N = pg.
Pro ilustraci tu ale pracujme s malymi prvocisly, zvolme si tieba p = 17 a ¢ = 11,
takze N = 17 x 11 = 187.

. Alice déle vybere ¢islo e, které je nesoudélné jak s (p — 1) tak s (¢ —1). V nasem

prikladu tedy hleddme ¢islo nesoud€lné s 16 a 10. Zvolme e = 7.
Alice déle najde ¢islo d, které splinuje podminku

e x d=1(mod (p—1)(g —1)). (2.0.1)

V nasem ptipadé tedy hledame ¢islo d spliujici 7d = 1(mod 16 x 10), tedy 7d =
= 1(mod 160). Jak si mizeme ovéfit, hledané ¢islo je d = 23.

Alice mtize komukoliv sdélit ¢isla N a e, kterd budou slouzit jako jeji verejny klic,
ale ¢isla p, g a d si ponecha v tajnosti.Cisla N a d Alici slouzi jako jeji soukroms
klic.

Pro zakédovani zpravy musi Bob nejprve konvertovat posilany text na c¢islo—
napiiklad pomoci ASCII kédu. Zpravé (zatim nezasifrované) tak odpovida ¢islo
M. Sifrovani se déje piedpisem

O = M¢(mod N). (2.0.2)

Sifrovanou zpravou je tedy ¢islo C. Pro ilustraci predpokladejme, ze Bob chce
Alici poslat pismeno X, které v ASCII kédu odpovida ¢islu 88. Tedy M = 88 a

C = 887(mod 187) = 894 432(mod 187) = 11. (2.0.3)

Bob posle sifrovanou zpravu C' Alici.
Alice muze zpravu rozsifrovat pomoci svého soukromého kli¢e vztahem

M = C%mod N). (2.0.4)
V naSem pripadé to tedy znamena

M = 11*(mod 187) = 88. (2.0.5)

91



Verejnym klicem muze kdokoliv zaSifrovat zpravu, kterou chce poslat Alici. Zasif-
rovanou zpravu ale muze rozlustit jen ten, kdo méa soukromy kli¢. Aby nékdo mohl
ze znalosti vefejného klice ziskat soukromy kli¢, musel by dokazat faktorizovat ¢islo
N, tedy najit jeho ¢initele p a ¢. To je ovSem s rostouci velikosti N vipocetné velice
narocné, na klasickych pocitacich doba vypoctu roste exponencialné s poctem ¢islic
¢isla V. Kvantovy pocita¢ by viak dokazal ¢islo N faktorizovat v ¢ase, ktery roste
jen polynomicky s poétem ¢islic V.
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