Kvantova a statisticka fyzika 2
(Termodynamika a statisticka fyzika)

1 Statisticka fyzika

Cil statistické fyziky: vysvétlit makroskopické vlastnosti latky na zakladé
mikroskopickych vlastnosti jejich elementii, pomoci matematického aparatu:
teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Fundamentalni aloha: zdivodnéni principa fenomenologické termodyna-
miky.

Dtlezité pojmy: mikrostav a makrostav

Uvazujme systém slozeny z IN ¢astic. Stav tohoto systému muze byt zadan

e Klasicky: zadanim 3N zobecnénych soufadnic ¢; a 3N zobecnénych
hybnosti p;. Stavu odpovida bod v 6 N-rozmérném fazovém prostoru.

e Kvantové: pomoci vlnové funkce 3N proménnych ¢(q1,q,...,qn).
Stavu odpovida vektor v Hilbertové (obecné nekoneénérozmérném,
komplexnim) prostoru.

Takto zadany stav systému se nazyva mikrostav.
Obecnéjsi - pravdépodobnostni popis:

e Klasicky: zaddnim hustoty pravdépodobnosti p(q1,...qN,p1,---PN,)
na 6/ N-rozmérném fazovém prostoru

e Kvantové: zaddnim operatoru hustoty (téz matice hustoty) p vHilber-
tové prostoru,

0= |vk)pe(vl- (1)
P

Plny popis stavu systému s N = 1023 &astic je vSak prakticky nemozny, tim
méné modelovani jeho ¢asového vyvoje. Informace obsazena v popisu mi-
krostavu je pro fadu aplikaci téZ nadbytecné velka, stacilo by znat mensi
mnozstvi relevantnich parametrti. Rozdélme obrovské mnozstvi moznych
mikrostavi na mensi mnozstvi podskupin, jejichz mikrostavy maji urci-
tou spolecénou vlastnost. Kazda tato mnozina mikrostavi se pak nazyva
makrostav.

Priklady:

e Vsechny mikrostavy, jejichz celkova energie je Ey



e Uvazovany systém se skladad z dvojité néddoby obsahujici N castic;
makrostav definujeme jako mnozZinu mikrostavi, ve kterych N7 ¢as-
tic je v levé naddobé a No = N — N; castic je v pravé nadobé.

e Podobné jako v pfedchozim prikladu, ale dany makrostav ma N1+AN
Castic je v levé nadobé a N2 = N — N1F AN d¢astic je v pravé nadobé.

Méreni makroskopickych veli¢in (napf. p, V| E, vodivost, magnetizace
...) - tyto veli¢iny jsou funkcemi mikrostavu systému. Makrostav je vhodné
definovat jako mnozinu vSech mikrostavi, pro které dané veli¢iny nabyvaji
konkrétnich hodnot.

Mikrostav systému se obecné mémi s casem - a s nim tedy i hodnoty makro-
skopickych veli¢in.

Def.: Rovnovaha

Systém je v rovnovaze, jestlize makroskopické veliciny ztistavaji v case kon-
stantni, (az na malé fluktuace kolem svych stfednich hodnot).

Ukol statistické fyziky: vysvétlit (¢i pfedpovédét) hodnoty makroskopickych
veli¢in
To, co méfi pristroj, je ¢asova stfedni hodnota fluktuujici veli¢iny
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Teoreticky vypocet ¢asové stfedni hodnoty makroskopické veli¢iny je v nor-
malnich pripadech technicky neproveditelny. Pro feSeni statistickych tloh se
zavadi pojem ensemble (poprvé ho zavedl J.W. Gibbs) a stfedni hodnoty se
pocitaji pres ensembly.
Def.: Ensemble je myslend mnozina systémi se stejnymi vnéjSimi parame-
try (napf. objem néadoby, gravita¢ni pole atd.), ale s riznymi mikrostavy.
Mnozina probihd systémy ve vsech mikrostavech, spliiujicich urcité krité-
rium.
Volba tohoto kritéria pak uréuje, o jaky ensemble se jedna (mikrokanonicky,
kanonicky ¢i makrokanonicky).
Statisticka fyzika pak dokaze v fadé ptripadl spocitat stfedni hodnoty pfes
ensemble (L)eps.
Jaky je vztah mezi (L); a (L)ens?
Postulat (Ergodicka hypotéza):
Stfedni hodnota fyzikalnich veli¢in systému v rovnovazném stavu pocitana
pres ensemble se rovné casové stredni hodnoté.



Existuji tri zdkladni typy statistickych ensemblti - podle typu interakce sys-
tému s okolim:

1. Mikrokanonicky ensemble: popisuje izolovany systém s danou hod-
notou energie. Experimentalné je takovyto systém prakticky nereali-
zovatelny, pro teoretické ivahy a vypocty je vSak velmi uzitecny.

2. Kanonicky ensemble: popisuje systém, ktery si vymeénuje energii s
okolim, se kterym je pfitom v rovnovaze (energie muze proudit tam
i zpét, v dlouhodobém priméru je vsak bilance energetické vymeény
nulova). Systém ma pfitom pevné dany, neménny pocet ¢astic. Okoli,
se kterym si systém vymeénuje energii, se nazyva termostat, pripadné
rezervodr. PY.: rtuf v teploméru.

3. Velky kanonicky (grandkanonicky) ensemble: popisuje systém,
ktery si s okolim (rezervodrem) vymeénuje jak energii, tak i c¢astice.
Systém je pritom s rezervoarem opét v rovnovaze. Pr.: sytd para; re-
zervoarem je kapalina pod ni.

Statisticka rozdéleni pro jednotlivé ensembly

Abychom mohli pocitat stfedni hodnoty makroskopickych veli¢in, potifebu-
jeme znat rozdéleni pravdépodobnosti pro jednotlivé mikrostavy v daném
ensemblu. Prislusné rozdéleni maji nasledujici tvar:

Mikrokanonicky ensemble:

Klasicky systém:

A, E<H(pi,q)< E+dE;
Kvantovy systém:

p= AY |r) k|, E<Ep<E+dE (4)

Tj. vSechny mikrostavy s energii vdaném intervalu maji stejnou pravdépo-
dobnost.

Kanonicky ensemble:

Klasicky systém:

1 _ .
plai,pi) = e ), (5)

kde

Z = /e_ﬁH(qi’pi)qu‘dpi, (6)



H(qi, pi) je hamiltonian daného systému a [ je konstanta.
Kvantovy systém:

1 A
ﬁ = EeiﬁH7 (7)
kde
Z="TrePH, (8)

H je hamiltonian daného kvantového systému.
Vobou pripadech exponencialné klesa pravdépodobnost mikrostavu s jeho
rostouci energii.

Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, Liouvilleova véta, Liou-
villeova rovnice:

Uvazujeme klasicky konzervativni systém, vychézime z rovnice kontinuity
(zdkon zachovéni) a z Hamiltonovych pohybovych rovnic. Vyvoj stavu sys-
tému lze popsat jako ,prutok fazové kapaliny“. Pro jednoduchost ozna¢me
vSechny soutradnice fazového prostoru stejnym symbolem x; p(g;, p;) = p(z;).
Jak se méni s¢asem pravdépodobnost, Ze systém se nachdzi v elementu fa-
zového prostoru vymezeném soufadnicemi z; a x; + dz;?
Pravdépodobnost, Ze za Casovy element dt ,vtece“ systém ,zleva®“ do ele-
mentu je p(x,t)z;5, kde S je plocha stény objemového elementu; pravdépo-
dobnost, Ze systém unikne z elementu ,,pravou” sténou je =~ (pj:i + %aii)d%) S.
Celkova zména pravdépodobnosti pfitomnosti systému v daném objemovém
elementu je pak rozdilem téchto dvou hodnot, s tim, Ze se sectou prispévky
od vsech soufadnic x;. Z toho plyne

dp _ d(pd:)

Rozepsanim derivace soucinu s tim, ze se vratime k ptvodnimu oznaceni
fazovych proménnych ¢;, p;, dostaneme

p Op . Op > (6%‘ ap'i)
-_— = — —q; —Pi| — —_— . 1
ot ZZ: <8Qiq " op” pzi: 9qi " Ip; (10)

Nyni 1ze vyuzit Hamiltonovych rovnic,



_oH . 0H.
- 8}71’ pl_ an’

di (11)
znich plyne, ze druhy ¢len na pravé strané rovnice (10) je nulovy. Zbyvajici
Cleny rovnice maji za dtsledek, ze

o _

=0 (12)

Tato rovnice tika, ze v konzervativnich systémech je fazova tekutina nestla-
¢itelna. Tomuto tvrzeni se iikéd Liouvilleova véta. Vyplyva zni téz, ze pti
evoluci konzervativniho systému se zachovava objem fazové kapaliny (ac se
mize ménit jeho tvar).

Zménu hustoty pravdépodobnosti daného stavu (tj. v daném bodé fazového
prostoru) pak popisuje rovnice

0 Oop OH 0Op OH
=Y g ) (13
ot —~\0q; Op;  Op; 0g;
coz se symbolicky vyjadiuje pomoci Poissonovych zavorek jako
dp
— =1H, p|. 14
2 =1t (14

Této rovnici se fikd Liouvilleova rovnice.
V konzervativnich systémech pak pro stacionarni stavy dp/0t = 0 plati, ze

p(qi;pi) = p(H (i pi))- (15)
Problémy:

1. Pokud by vyvoj pocitacovych technologii postupoval souc¢asnym tem-
pem, odhadnéte, za kolik let by bylo mozno v pocitaci ulozit klasickou
informaci o mikrostavu jednoho molu latky.

2. Spinovy stav ¢éastice se spinem 1/2 je popsan vektorem vdvourozmér-
) . o C1 . s wr
ném Hilbertové prostoru, , kde ¢1 a co jsou komplexni ¢isla,
C2

splijici |c1|? + |ca|? = 1. Kolikarozmérny Hilbertiiv prostor je zapo-
tfebi k popisu spinového stavu 64 takovychto rozliSitelnych c¢astic?



David Hilbert

(1862-
1943), némecky matema-
tik; roku 1900 formuloval
23 matematickjch pro-
blémt, jimZz by se méli

vénovat matematici
ve 20. stoleti. Rada z
téchto tzv. Hilberto-

vych problémi dodnes
zlistava nevyfesena.
Existuje historka, podle
které Hilbert, kdyz se
dozvédél, ze jeden z jeho
studentt se odhléasil z
matematickych predna-
Sek a stal se basnikem,
fekl: ,No dobfe, ziejmé
asi nemél dostatek pred-
stavivosti, aby se mohl
stat matematikem.“

Joseph Liouville (1809-
1882), francouzsky
matematik; zabyval se
prevazné matematickou
analyzou a diferencial-
nimi rovnicemi.

Josiah W. Gibbs (1839-
1903), americky fyzik;
formuloval pojem termo-
dynamické rovnovahy na
zékladé energie a entro-
pie. Své prace vSak pub-
likoval v naprosto nezna-
mém mistnim c¢asopise a
do povédomi védcta se
dostal az poté, co jeho
¢lanky pfelozil Ostwald
do némciny.



