Kapitoly z termodynamiky a statistické fyziky

Tomas Opatrny
© 2009



Obsah

Obsah

1

Uvod do termodynamiky|

(1.1  Termodynamicky system| . . . . . . . . . . .. ... L

(1.2 Termodynamické proménnél . . . . . . . . ... ...

(1.2.1 Deéleni termodynamickych promeénnych{ . . . . . .. ... ... ... ...

[1.3  Termodynamicky rovnovazny stav, nulta veta termodynamiky| . . . . . . . . ..

(1.4  Prvni véta termodynamiky| . . . . . . . . ..o

(1.5 Druha véta termodynamiky| . . . . . . .. ... oL

(1.5.1 Teplota, Carnotuv cyklus|. . . . . ... ... ... ... ... ... ....

(1.5.2  Kombinovana véta termodynamiky| . . . . . . ... ..o L.

(1.6 'ITeti véta termodynamiky| . . . . . . . ..o
(1.7 Tepelne kapacity] . . . . . . . . . . ..

[2.1 Carnotuv stroj s idealnim plynem| . . . . . . . . ... .. ... ...

[2.2  Stirlinguv stroj| . . . . ...

[2.3 Ucinnost tepelnych stroji pracujicich kone¢nou rychlostil . . . . . .. ... ...

[2 Tepelne stroje)
[3 Termodynamicke potencialy|

[3.3  Gibbsuv potencial . . . . . ... oo

[3.4 Jouluv-Thomsonuv jev| . . . . . . . . . . . . ...

[3.5 Termodynamické potencialy a smér nevratnych déyjul . . . . . . .. ... ... ..

[3.6  Elektrolyza vody a princip vodikového palivového ¢lankuf . . . . . . . . . .. ..
[3.6.1 Elektrolyza vody| . . . . . . . . . ...




il OBSAH
[3.6.2  Vodikovy palivovy ¢lanek{. . . . . . ... ... 000000 23

[3.7  Poznamka: Muze byt tepelna kapacita zaporna? . . . . . . ... ... ... ... 24

[4 Otevrene systemy, faze a fazove prechody)] 29
[4.1  Chemicky potenciall . . . . . . . .. ... 29
M2 Fulerovarovnicd . . . . . ... 29
U3 Gibbsuv - Dubemuv vztahl . . . . . ..o 30
4.4  Fazove premeny| . . . . . ... 31
[4.4.1 Podminka rovnovahy prodve faze[ . . . . . . ... .. ... 31

M42 Trifazel . . . . .. 32

[4.5 Latentni teplo fazového prechodu, Clausiova - Clapeyronova rovnice.| . . . . .. 33
4.6  Gibbsovo fazové pravidlo| . . . . . . ... oo 34
[4.7  Povrchové napéti a Laplaceuv tlakl . . .. ... ... ... ... .. ... ... . 35

[> Zakladni pojmy statisticke fyziky| 39
[>.1 Statisticka rozdéleni pro jednotlivé ensembly| . . . . . . .. ... 41
[5.1.1  Mikrokanonicky ensemble] . . . . . . .. ... 000 41

[>.1.2  Kanonicky ensemble:| . . . . . . ..o o000 41

(5.2  Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, Liouvilleova véta, Liouvilleova rovnice] 42
[>.3 Problemy: . . . . . .. 43

6 Mikrokanonicky ensemble| 45
(6.1 Jak zavisi objem nadplochy H(q;, p;) = E na energii systému?| . . . . ... ... 45
6.2 Nerozlisitelnost éasticl . . . . . . . . .. 46
[6.3 Pocty mikrostava] . . . ... ... 46
[6.4 Statisticka definice entropie] . . . . . . ..o Lo 46

[7  Kanonicky ensemble] 49
[7.1 Boltzmannovo - Gibbsovo rozdéleni - ilustracni prikladl . . . . . ... ... ... 52
[7.1.1 Ekonomicky modell . . . . . . . .. ..o 52

[7.1.2  Numericka simulacel . . . . . .. .. ... o oo 53

[r.1.3 Realna ekonomika a Paretovo rozdeleni . . . . . . .. ... ... .. ... 54

[7.1.4  Penize versus rozinky| . . . . . . . . . . ... o4

I8 Velky kanonicky (grandkanonicky) ensemble| 59




OBSAH iii

[9 Vlastnosti statisticke sumy kanonickeho ensembluy| 63
[9.1 Statisticka suma pro system slozeny z neinteragujicich podsystému|. . . . . . . . 64
[9.2  Vztah mezi statistickou sumou a termodynamickymi velicinami . . . . ... .. 64

[9.3  Vypocet statistické sumy a termodynamickych velicin v nékterych jednoduchych [

| pripadechl . . . . . . . 66
[9.3.1 Kvantova castice v nekonecné hluboké trirozmérne potencialove jamé o |

| objemu V| . . ... 66
[9.3.2  Klasicka castice vobjemu V| . . . . ... ... 00000 67

[9.3.3 Gibbsuv paradox a statisticka suma pro nerozlisitelné ¢astice| . . . . . . . 68

[9.3.4  Maxwellovo rozdéeleni rychlosty . . . . . .. ..o 000000 70

[9.3.5 Idealni plyn v homogennim gravitacnim poli| . . . . . . . ... ... ... 70

[9.3.6  Harmonicky oscilator| . . . . . . .. . ... ... L 70

9.4  Jednoatomovy ¢i1 dvouatomovy plyn - entropie a rovnovahal . . . . . . . . .. .. 71
[9.4.1 Jednoatomovy plyn|. . . . . . ... oo 72

[9.4.2  Dvouatomovy plyn| . . . . . ... ... 73

9.43 Poznamkad. . . .. ... 76

10 Maxwelluv demonl 77
(10.1 Varianty Maxwellova démonal . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 79
[0.1.T Jednosmérna dvirkal . . . . .. ... ... .. ... ... ... 79

(10.1.2 Ozubene kolecko se zapadkou| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 79

(10.1.3 Szilarduv strojl . . . . . . . ... 80

(10.2 Vymitani démonal . . . . . . . . . . ... 80
021 Jednosmérnd dvirkal . . . . . . . ... ... ... 80

(10.2.2 Ozubene kolecko se zapadkou| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 81

[10.2.3 Szilarduv stroj| . . . . ..o 83

(11 Tepelne kapacity krystalul 85
(11.1 Model nezavislych klasickych oscilatoral . . . . . . .. ... .. ... ... .... 85
(11.2 Fisteinuv model| . . . . . .. ... oo 85
(11.3 Debyeuv model | . . . . . . . . . . . . 87
(11.4 Poznamkyl . . . . . . . . . . 91
(11.4.1 VIiv volnych elektrona . . . . . . .. .. ... ... ... ... 91

(11.4.2 Einsteinuv model opét na scené?| . . . . . . . . . . ... ... ... ... 91

(11.4.3 Mikrokalorimetry| . . . . . . . ... .. ... 0L 92




iv OBSAH

(12 Planckuv vyzarovaci zakon| 93
12.1 Hustotamodul . . . . . . . .. ... 93
[12.2 Planckovo rozdélenil . . . . . . . . . . ... 94
[12.3 Rayleighuv - Jeansuv zakon| . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 95
(12.4 Wienuv posunovaci zakon| . . . . . . . . .. ... 96
[12.5 Celkova energie zareni| . . . . . . . . . . . .. .. 96
[12.6 Intenzita vyzarovani z dutiny, Stetanuv - Boltzmannuv zakon|. . . . . . . . . .. 97

3K P TG e 99
(13.1 Nerozlisitelnost ¢asticl. . . . . . . . . .. .. .. L o 99
[13.2 Matematicky popis systému totoznych ¢astic| . . . . . . . . . ... ... ... .. 100

[13.2.1 Reprezentace kvantoveho stavu pomoci obsazovacich cisel| . . . . . . . .. 100
(13.2.2 Statisticka sumal . . . . . .. ..o oo 101

[13.3 Vlastnosti jednotlivych rozdeleni|. . . . . . . . ... ... 0oL 103
[13.4 Vlastnosti idealniho fermionového a bosonoveho plynu|. . . . . . . . . . ... .. 105
(13.4.1 Degeneracni faktor| . . . . . . . . . . . ... 105
[13.4.2 Vypocet Fermiho energie| . . . . . . .. ... ..o 106
(13.4.3 Stredni energie pri nulové teplotel . . . . . .. .. ... ... 106
(13.4.4 Degeneracni faktor g(£) pro ultrarelativisticky plyn/. . . . . . . . .. .. 106

[13.5 Energie a tlak idealniho fermionoveho a bosonového plynul . . . . . . . . . . .. 107
(13.5.1 Nerelativisticky plyn| . . . . . . . . . . . ... ... 107
(13.5.2 Relativisticky plyn| . . . . . .. ... ..o 107
[13.5.3 Souvislost mezi energii a tlakem u idealniho fermionoveho a bosonoveho |
plynul. . . . .. 108

[13.5.4 Degeneracni faktor v obecnem relativistickém pripade| . . . . . . . . . .. 109

(14 Fermionovy plyn| 111
4.1 Tlak elektrontl. . . . . . . . . . . o Lo 111
(14.2 Velikost bilych trpaslika| . . . . . .. ... ... oo 111
[14.3 Richardsonova - Dushmanova rovnice: hustota termoemisniho prouduf . . . . . . 112
[14.4 Zavislost chemického potencialu, vnitini energie, tepelné kapacity a tlaku ideal- |

| niho fermionového plynu na teplotel . . . . . . . ... ... 000 114

[15 Boseho - Einsteinova kondenzacel 117
(15.1 Od teorie k experimentul . . . . . . . . . . ... 117

[15.2 Chemicky potencial a kriticka teplotal . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 118




OBSAH

[15.6 Tepelna kapacital
[15.7 Profil hustoty| .
[15.8 Poznamkyl . . .

(15.8.1 Vlastnosti kapalného helial . . . . . . ... .. ... ... 0.

15.8.2 Integrace vyrazu [;° S—du) . . . . ...

[16 ReSené tilohy|
[16.1 Termodynamika)
[16.2 Statisticka tyzikal

[PfedmIuval

(Bibliography|

119
120
121
121
124
125
125
129

131
131
140

153



vi

OBSAH



Predmluva

vii



viii OBSAH

Tento text ma slouzit jako dopliujici studijni literatura v predmétech Kvantova a sta-
tisticka fyzika II (pro studenty ucitelstvi fyziky) a Termodynamika a statisticka fyzika (pro
studenty odbornych fyzikalnich disciplin). Neklade si za cil byt kompletni uc¢ebnici - k tomu
by mély poslouzit ucebnice uvedené v seznamu literatury. Jedna se spise o rozpracovani nékte-
miize byt pfinosny (napt. Boltzmannovo rozdéleni pro jednoduchy ekonomicky model), nebo
se jedna o témata zajimavd, kterd dosud pusobi jisté kontroverze (napt. Maxwelliv démon),
pfipadné témata pomérné moderni na to, aby se jiz stala soucasti standardnich u¢ebnic (napt.
Boseho-Einsteintiv kondenzat v harmonickém potencialu). Ackoliv vétsina tohoto materialu jiz
byla ,testovana na studentech®, ne vSe se jiz podafilo zaradit do probirané latky a na néco v
prednaskach odkazuji spise jako na dopliikovou tématiku pro zajemce. Text je také v neustalém
vyvoji, v pribéhu vyuky se k nému pripojuji dalsi doplnky. Uvitdm, pokud mi jeho ctenaii
poslou své ptripominky a odhalené chyby.



Kapitola 1

Uvod do termodynamiky

Termodynamika se zabyva zkouméanim obecnych vlastnosti makroskopickych systémii v rovno-
vaze, zakonitostmi makroskopickych procesi, vlastnostmi systému v nerovnovaznych stavech a
zékonitostmi prechodu do rovnovazného stavu (Kvasnica). Historicky je termodynamika starsi
nez statisticka fyzika, jejim ptivodnim cilem bylo zkoumani zakonitosti premény tepla v praci.

Souvislost se statistickou fyzikou: Termodynamika je fenomenologicka, tj. zabyva
se jevy (a nikoliv jejich pfi¢inami). Statisticka fyzika vysvétluje specialni vlastnosti riznych
latek (typicky - tepelné kapacity, atd.), které termodynamika pfejimé jako dané vztahy. Ter-
modynamika slouzi jako kritérium spravnosti statistické fyziky. Vlastnosti latek piejima bud ze
statistické fyziky nebo je ziskava empiricky.

vvvvvv

nedefinuji a nedokazuji, ale vyplyvaji z nich dalsi pozorovatelna pravidla.

1.1 Termodynamicky systém

Latkovy objekt, jehoz vlastnosti lze kompletné popsat pomoci malého mnozstvi makroskopic-
kych parametri, a ktery je sténami ohranic¢en od okoli. Podle vlastnosti stén se systémy déli
na:

1. Izolované systémy: Zadnym zptisobem neinteraguji s okolim, jejich stény jsou nepro-
niknutelné pro latku i pro energii. Celkova energie takovéhoto systému je konstantni, a
stejné tak i pocet jeho ¢astic. (Idealizace - pfiblizna realizace - Dewarova nadoba.)

2. Uzaviené systémy: Se svym okolim si mohou vyménovat energii, ale nikoliv latku.
Energie téchto systémt se nezachovava, ale fluktuuje diky vyménam s okolim. Pokud je
uzavieny systém v rovnovaze se svym okolim, bude jeho energie fluktuovat kolem stifedni
hodnoty, ktera je funkei teploty. (Pf.: rtuf v teploméru)

3. Oteviené systémy: Se svym systémem si vyménuji energii i ¢astice. Pokud je systém v
rovnovaze se svym okolim, bude jeho energie fluktuovat kolem stfedni hodnoty, souvisejici
s teplotou a pocet c¢astic bude fluktuovat kolem stfedni hodnoty, souvisejici s chemickym
potencidlem. (Pf.: syté pary nad kapalinou)
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1.2 Termodynamické proménné

Termodynamicky systém popisujeme pomoci termodynamickych proménnych (parametrii) s
témito vlastnostmi:

e Je jich maly pocet.

e Neobsahuji predpoklady o molekulové ¢i atomové struktufe objektii.

e Jsou (primo ¢i nepiimo) méfitelné.

Tyto proménné se nazyvaji makroskopické.

1.2.1 Déleni termodynamickych proménnych

Podle svého ptvodu se termodynamické parametry déli na

1.

Vnéjsi - napr. silova pole, v nichZ se soustava nachazi, pevné bariéry, které soustavu
vymezuji; napf. objem pevné nadoby, atd.

Vnitini - pii stejnych vnéjsich parametrech jsou charakteristické pouze pro dany systém;
napi. tlak pfi daném objemu a daném mnozstvi urcité latky.

Termodynamické velic¢iny se dale déli na

1.

Stavové - urcuji stav systému, nezavisle na tom, jak se systém do tohoto stavu dostal.
Pf.: vnitini energie, entropie, teplota, objem, tlak

Procesni - popisuji priubéh zmény stavu systému, nedaji se prisoudit konkrétnimu stavu.
Pt.: prace, teplo

Stavové veli¢iny se déale déli podle své zavislosti na rozloze systému na:

Extenzivni (aditivni) - jejich hodnota je tmérna velikosti systému. Pokud mame dva
identické systémy ve stejném stavu a uvazujeme systém, ktery vznikne jejich spojenim,
je hodnota extenzivnich veli¢in nového systému dvojnasobnéa oproti hodnoté v piivodnich
systémech. Pt.: vnitini energie, objem, hmotnost, entropie, tepelna kapacita ...

. Intenzivni - jejich hodnota nezavisti na velikosti systému. Pf.: hustota, tlak, teplota,

meérna tepelna kapacita, hustota ...

1.3 Termodynamicky rovnovazny stav, nulta véta ter-

modynamiky

Umistime-li libovolny systém do danych vnéjsich podminek (okoli), budou probihat termody-
namické déje, az se po dostatecné dlouhé dobé systém ustali ve shodé s témito podminkami.
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Vysledkem je rovnovazny stav, v némz jiz zadné makroskopické déje neprobihaji.
Tomuto tvrzeni se nékdy fika Nulta véta termodynamiky.

S rovnovaznym stavem souvisi pojem vzajemna tepelna rovnovaha.

Umistime-li dva systémy za danych vnéjsich podminek do takového kontaktu, Ze si mohou vy-
ménovat energii, ustali se kazdy z nich ve stavu, ktery odpovida vzajemné tepelné rovnovaze.
(Podle nulté véty termodynamiky se celkovy systém - tedy tyto dva systémy dohromady - ustali
v termodynamicky rovnovazném stavu.) Vztah byt ve vzédjemné tepelné rovnovaze* je tranzi-
tivni: je-li systém A v rovnovaze se systémem B a systém B je v rovnovaze se systémem C, je
pak systém A v rovnovaze se systémem C. To znamend, Ze pokud pri kontaktu mezi systémy A
a B neprobihaji zadné makroskopické procesy a podobné neprobihaji ani pti kontaktu systémi
B a C, nebudou zadné makroskopické procesy probihat ani pii kontaktu mezi systémy A a B.
Jednotlivé vnittni parametry téchto systémi mohou nabyvat obecné riznych hodnot, 1ze vSak
urcit stavovy parametr 1, ktery je stejny pro vSechny systémy ve vzajemné tepelné rovnovaze:
nazyvame ho empiricka teplota. Pokud dva systémy nejsou v tepelné rovnovaze, bude pri je-

C

A B

7 7T

Rovnovaha Rovnovaha

W

Obrazek 1.1: Vzajemna tepelna rovnovaha tii systému.

jich kontaktu prechézet energie z jednoho z nich na druhy (napf. z A na B); tomu odpovida
stanoveni empirické teploty ¥4 > 9. Pozn.: z této definice teploty vSak zatim vyplyva pouze
usporadani teplotnich hodnot, ale ne jeji skalovani; takto bychom mohli napi. stanovit teplotu
0 a 100 (néjakych jednotek) bodiim tani a varu vody a teplota 50 jednotek by odpovidala
varu lihu. Dalsi ¢iselné hodnoty by bylo mozno prifadit podobné libovolnym zptisobem, museli
bychom pouze zachovat usporadani ,mensi vs. vétsi“.

1.4 Prvni véta termodynamiky

Zména vnitini energie soustavy je rovna sumeé energii vyménénych s okolim prostfednictvim
prace a prostfednictvim tepelného prenosu:

(1.1) dE = 6Q — oW

Jde v podstaté o zakon zachovani energie; pouziva se konvence podle které je teplo () kladné,
pokud prechazi do sledované soustavy a prace W je kladna, pokud soustava kona praci. Pti ozna-
¢ovani infinitezimélnach zmén znamena symbol d, Ze se jedna o totalni diferenciél (a pfislusna
veli¢ina je stavovou veli¢inou), kdezto symbol § znamen4, Ze se nejedné o totalni diferencial (a
piislusné velic¢ina je procesni).
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1.5 Druha véta termodynamiky

Tato véta urcuje smér, kterym mohou probihat termodynamické déje - pomoci veliciny etropie.
Déje, které mohou probihat, se déli na vratné (mohou probihat obéma sméry - jedna se ovsem
o idealizaci déji probihajicich dostatecné pomalu, nap¥, izotermicka expanze ¢i komprese, adia-
baticka expanze a komprese) a nevratné (mohou probihat pouze jednim smérem, nap¥. expanze
plynu do volného prostoru, pfechod tepla z teplejsiho télesa na chladnéjsi). Entropie S se defi-
nuje tak, aby spliovala tyto pozadavky:

e Je to stavova veli¢ina: pokud je zadana entropie pro jeden stav, je jednoznacné urcena
entropie jakéhokoliv jiného stavu tohoto systému, at uz do néj systém dospé&je jakymkoliv
zpusobem.

e Je to aditivni (extenzivni veli¢ina): pro dva neinteragujici (pfipadné slabé interagujici)
systémy A a B, které maji entropie S4 a Sp, je entropie celkového systému Syp = Sa+5Sp.

e Pokud (slozeny) systém, ktery je tepelné izolovan od okoli, prochdzi vratnou zménou, je
celkova entropie systému konstantni (a¢ se entropie jednotlivych slozek systému mohou
ménit): >, S = const.

e Pii nevratnych dé&jich celkova entropie systému roste.

1.5.1 Teplota, Carnotiv cyklus

Spolu s entropii lze pomoci téchto predpokladi definovat i teplotu (kterou jsme doposud mohli
definovat pouze jako parametr, kterym lze sefadit teploty systémut od nejnizsich po nejvyssi,
ale nebylo zatim mozno definovat rozdil teplot). Uvazujme t¥i systémy (viz obr. A B
a C, pricemz teplota systému A je vySsi nez teplota C, ¥4 > Y¢ a provedme s nimi tento
cyklus (Carnotiv cyklus). Pfenesme nejprve urcité teplo ze systému A do systému C vratngm
zpusobem, za pomoci systému B, ktery bude na konci procesu ve stejném stavu jako na pocatku.
Cely proces muze vypadat napriklad takto: systém B ma na pocatku stejnou teplotu jako A, ze
systému A prejde do B vratné teplo (). Systém B nyni vratnym zptisobem adiabaticky (tj. bez
tepelné vymeény s okolim) ochladime na teplotu systému C. Systém B tak ztrati ¢ast své vnitini
energie, kterd se pfeméni na préaci vykonanou timto systémem. Systém B nyni preda (vratné)
systému C teplo ()5. Systém B nyni adiabaticky pfivedeme do ptvodniho stavu s teplotou 9 4.
Veskeré prenosy tepla uvazujeme dostatecné malé tak, aby nedoslo ke zménam teplot systémi
A a C. V tomto pripadé se ukazuje, Ze teplo prenesené na téleso s nizsi teplotou je mensi, nez
teplo odebrané télesu s vyssi teplotou, Q2 < Q1. Pokud by teplota ¢ byla jesté nizsi, preslo
by na toto téleso jesté méné tepla. Tato skutecnost je vhodna pro definici teplotni stupnice -
definujme teploty 7' téles tak, aby pfi vyse uvedeném procesu platilo

(1.2) G _ @

Ty Tp
Zlomek, ktery vystupuje v této rovnici, pak splnuje podminky kladené na definici entropie.
U uvadéného procesu je celkova zména entropie sloZzeného systému nulova (vSechny déje byly
vratné); systém A snizil svou entropii o hodnotu Q1 /T4, kdezto systém C svou entropii o stejnou
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(b)
(a)TAQéﬂ/W Ia %/Wl
Ic Ic

TE L B

(d) W

A C A C

Obrézek 1.2: Carnotuv cyklus. (a) Teplo @)1 pfechazi vratné z télesa A na téleso B (obé télesa
maji stejnou teplotu 7). (b) Téleso B se vratné (adiabaticky) ochladi na teplotu 7. Pii obou
téchto déjich téleso B pfitom vykona celkovou praci Wi. (¢) Teplo @)y piejde z télesa B na C;
proces je vratny, obé télesa maji stejnou teplotu T¢. (d) Téleso B se vratné (adiabaticky) ohfeje
na ptvodni teplotu 74. Na oba pfedchozi déje se spotiebuje prace Ws.

hodnotu @, /T¢ zvysil. ProtoZe teplo odevzdané télesu C je mensi, nez teplo odebrané télesu
A, musela se celkova energie systému snizit: odvedla se jako Cista vykonand prace A; — As.

Zmeéna entropie dS pfi vratné tepelné vymeéné se pak definuje jako
_9Q
==

Pro vypocet zmény entropie pfi nevratnych procesech se vyuzije toho, ze entropie je stavova
veli¢ina: uvazuje se zména stavu jako posloupnost vratnych déji, kterymi soustava prejde do
cilového stavu. Pfi tom si ovSem musi urcité teplo (a tim i entropii) vymeénit s okolim.

(1.3) ds

Uvazujme nyni typicky nevratny déj, pti kterém piejde teplo () z télesa o teploté 17 na
tleso o nizsi teploté T,. Zmeénu stavu obou systémi lze ovSsem realizovat i pomoci vratnych
déji: teplo @ prejde z prvniho télesa na rezervoar o teploté 77, zatimco na druhé téleso prejde
teplo @ z rezervoaru o teploté Tp. Prvni téleso tak snizi svou entropii o /T3, kdezto druhé
téleso zvysi svou entropii o Q) /T5; protoze Ty < T, je zména entropie chladnéjsiho télesa vétsi
nez zména entropie teplejsiho télesa. Celkova entropie slozeného systému se tak zvysila. (U
mysleného pomocného vratného déje, kde by bylo tfeba do celkového systému zahrnout i oba
rezervoary, je ovsem celkovd zména entropie nulova.)

Problém: Uvazujme jeden mol idedlniho plynu v nddobé o objemu V pfi teploté T' (viz obr.
[1.3). Otevieme ventil a plyn nechdme expandovat to druhé prazdné nadoby o stejném objemu
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Vv V V Vv

o %8

(0]

U U

Obrazek 1.3: Nevratna expanze plynu na dvojnasobny objem.

1 mol

- nyni je tedy celkovy objem plynu 2V. Jedna se o typicky nevratny proces. Jak se zménila
entropie tohoto plynu?

Druhé véta termodynamiky se d& formulovat fadou zptisobii; uvedme nékteré z nich:

e Celkova entropie izolovaného systému nemiize klesat; pii vratnych procesech je konstantni
a pri nevratnych procesech roste.

e Teplo nemiize samovolné proudit z chladnéjsiho télesa na teplejsi.

e Nelze zkonstuovat cyklicky pracujici stroj, ktery by pouze odebiral teplo z rezervoaru a
premeénoval ho na ekvivalentni préaci, aniz by urc¢ité mnozstvi tepla pfeslo z teplejsiho
télesa na chladnéjsi.

e Maximalni tepelna uc¢innost cyklicky pracujiciho stroje, ktery rezervoaru o teploté T
odebira teplo a ¢ast ho odevzdava chladnéjsimu rezervoaru o teploté 715 je

Wy =W, 15,

(1.4) n

této ucinnosti mohou dosahovat pouze vratné pracujici stroje.

1.5.2 Kombinovana véta termodynamiky

Pro vratné procesy lze prvni a druhou vétu termodynamiky spojit do jedné rovnice, kombino-
van€ vety termodynamiky; protoze 6Q) = T'dS, muzeme psat

(1.5) dE = TdS — pdV.

1.6 Treti véta termodynamiky

Tato véta (také zvand Nernstiv teorém) formuluje poznatek, Ze pfi teplotéch blizkych absolutni
nule kleséd k nule i tepelna kapacita latek - a to rychleji nez linearné. S tim souvisi i to, ze
télestim s velice nizkou teplotou lze predat jen omezené mnozstvi tepla (a tim i entropie), pokud
pozadujeme, ze se pritom jejich teplota vyrazné nezméni. To nam umoznuje definovat celkovou
hodnotu entropie - ne pouze jeji zménu. Pokud by tepelna kapacita télesa nezavisela na teploteé,
byl by pokles entropie télesa pfi jeho ochlazeni z T' na 7'/10 stejny jako pfi ochlazeni z 7/10 na
T /100 atd. Pfi ptiblizovani k absolutni nule by tak entropie klesala libovolné nizko k zdpornym
hodnotam. Protoze vsak tepelna kapacita s klesajici teplotou klesa, zastavi se pokles entropie u
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néjaké konecné hodnoty. Tu lze definovat jako nulovou hladinu entropie. Tato skutecnost nijak
nevyplyva z predchozich termodynamickych zakont, je vSak disledkem kvantové mechaniky a
statistické fyziky a lze ji formulovat jako nezavisly termodynamicky zakon, napriklad ve znéni:
Absolutni entropie makroskopického idealniho krystalu je pfi teploté absolutni nuly
rovna nule.

1.7 Tepelné kapacity

Tepelna kapacita C7, je infinitezimlni teplo, které je tfeba dodat soustavé, aby pri konstantni
hodnoté veli¢iny L zménila teplotu o jednotku:

(1.6) Cp = <%)L.

Zv1asté jednoduché vyjadieni plati pro Cy - z kombinované véty termodynamiky (1.5) vyplyva,
ze pii V konstantnim je dV = 0, tedy prace systému je nulova a 6Q) = dF a tim padem

o (), (),

a protoze téz 0Q) = T'dS, plati

oS
1.8 Cy=T|—=— .
- =7 (),

Jak vsak spocitat tepelnou kapacitu pro jiné procesy, nez izochoricky? Jak zjistit zménu ent-
ropie, pri riznych déjich? Jak zjistit zménu teploty pii adiabatickém déji u né€jakého obecného
systému (nejen u idealniho plynu)? Pro feSeni téchto problémi je velice uziteénd metoda ter-
modynamickych potencialti.
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Kapitola 2

Tepelné stroje

2.1 Carnotiv stroj s idealnim plynem

Carnottiv cyklus mizeme uvazovat s libovolnou pracovni latkou, jeho zakladni vlastnosti je, ze
obsahuje izotermické déje pri teplotach T3 a Ty, které jsou spojeny adiabatickymi déji. Pro jeho
konkrétni ilustraci si miizeme vybrat nejjednodussi pracovni latku, idealni plyn. Pro néj plati
stavova rovnice

(2.1) pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V je jeho objem, n je latkové mnozstvi, R je univerzalni plynova konstanta,
R =38,314 J/(mol K) a T je absolutni teplota. Pro adiabatické dé&je pak plati navic rovnice

(2.2) pV" = povg,
kde « je Poissonova konstanta (x = 5/3 pro jednoatomové plyny a x = 7/5 pro dvouatomové).

4

»p, ‘
35 H

3k

25

VvV,

Obréazek 2.1: Carnotiv cyklus s idealnim plynem.

Uvazujme nyni déj jako na obrazku pri kterém plyn prochézi stavy A, B, C a D. Pri
teploté T plyn expanduje z objemu V4 na objem Vg, poté se adiabatickou expanzi ochladi na
teplotu 75, pti které je stlacovan tak, aby se nakonec adiabatickou kompresi vratil do ptivodniho
stavu. Predpokladejme, ze parametry T, Ty, pa, V4 a Vp jsou dané a dopocitejme ostatni
stavové proménné v jednotlivych stavech. Postupné tak dostaneme:
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e Stav B: teplota je T1, pro tlak dostaneme

%
(2.3) PB :pA—A.

e Stav C: ze stavové rovnice a z rovnice adiabaty prochéazejici stavem B dostaneme

_
(2.4) Vo = Vg (—1) :

Vy [Ty 1
(2.5) po = path (—) |

_
(2.6) Vp = Vi (—1> ,

1
Ty\ #1
2.7 = —= )
(2.7 ve = na(7)
Nyni mtzeme vypocist prace, které plyn vykona v jednotlivych procesech. Dostaneme tak
Ve B Qv %
(2.8) Wap = / pdV = pAVA/ v - paValn 737
VA VA A
\ %] \ %] v, Vv 1-k
Wpe = / pdV —pBVE/ vy = P25 (—C>
VB VB R — 1 VB
paVa Ty
2.9 = j ———
( ) k—1 ( Tl)
Vo V T,V
2.10 Wep = dV = ppVpIn 2 = paVy=21In 2
( ) CcD /Vc p Pp DHVC 2 ATlﬂVB,
Va Va Vv V; 1—-k
Wpa = / pdV szVE/ Vordy = PATA g (—D>
VD VD R — 1 VA
paVa T
2.11 = — 1—=)=—- .
( ) k—1 ( T1> WBC

Teplo, které si soustava vymeéni se svym okolim v jednotlivych procesech pak je rovno vykonané
praci v izotermickych déjich, a je rovno nule v adiabatickych. Mizeme tak psat

v
(2.12) Qap = Qi=Wap =paValn >,
A
(2.13) Qpc = 0,
T: 1%
(2.14) Qep = Qo=Wep=——paValn =,
Th Vs
(2.15) ®@pa = 0.
Cist4 prace vykonana béhem celého procesu pak je dana jako
Ty Vb
(216) W =Wap +Wgec +Wep +Wpa = 1_T pAVAlnv.
1 A
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Uéinnost tepelngch stroji je definovana jako podil vykonané prace a vstupniho tepla, tedy

(2.17)

W (“%)PAVAln%_(l T2>
7 QaB pAVAln“f—’j ’

— T

¢ili dostavame znamy vztah pro ucinnost Carnotova cyklu.

Poznamenejme avsak, ze tento ilustrativni piiklad v sobé v podstaté obsahuje argumen-
taci kruhem - teplotu jsme na pocatku definovali pravé pomoci Carnotova déje. Abychom se
tomuto vyhli, museli bychom mit napiiklad nejprve postulovanu teplotu a zavislost stavovych
proménnych na teploté pro idealni plyn, poté by byl nas vysledek odvozeny z téchto predpo-
klad.

2.2 Stirlinguav stroj

Jednou z praktickych nevyhod Carnotova stroje je, ze stejny pracovni valec prichazi stridaveé
do styku s ohfivacem i chladi¢em a vymeénuje si s nimi teplo. To tedy neprechézi jen do pra-
covni latky, ale bez uzitku prochazi i v praxi nezanedbatelnym mnozstvim materialu véalce.
Robert Stirling v roce 1816 prisel s ndvrhem stroje se dvéma vélci, z nichz jeden je trvale ve
styku s ohfivacem a druhy s chladi¢em. Plyn mezi témito valci prochéazi ptes tzv. regenerator:
horky plyn po expanzi preda své teplo regeneratoru a ochlazeny na teplotu chladice piejde
do chladného valce, kde je pri nizké teploté stlacovan. Po stlaceni prochazi regeneratorem, ze
kterého si ,,vyzvedne“ ulozené teplo, ohfeje se na teplotu ohiivace a s touto teplotou vstupuje
do expanzniho vélce. Schéma celého cyklu je na obrazku [2.2]

T (b)

7 (c) 7 (d)

I, T;

O O

LRLRLR T QLRRRLR T

Obréazek 2.2: Stirlingtv stroj. (a) Z chladného vélce o teploté T pfechazi stlaceny plyn pies
regenerator, kde se ohfiva na teplotu 77 a vstupuje do horkého vélce. (b) V horkém vélci plyn
expanduje za vysokého tlaku a koné praci. (¢) Expandovany plyn prochézi regeneratorem, ve
kterém se ochlazuje na teplotu 75 a chladny vstupuje do chladného vélce. (d) Stroj za nizkého
tlaku stlacuje chladny plyn (préace se spotfebovava).
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V pV diagramu je idealizovany Stirlingtiv cyklus znazornén na obréazku [2.3] Sklada se ze
dvou izoterm (expanze horkého a komprese chladného plynu) a dvou izochor (zména teploty pii
prichodu regeneratorem). Pokud do tepelné bilance zapoéteme pouze teplo ziskané od ohfivace
a nikoliv teplo z regeneratoru, bude tcinnost stroje dana jako podil ¢isté prace Wag + Wep ku
teplu Q1. Vystupuji zde pouze prispévky prace pfi izotermickych déjich, pii izochorickém déji
se prace nekona. Stejny podil dostavame i pfi vypoctu Gcinnosti Carnotova cyklu - to z toho
dtvodu, ze prispévky prace adiabatickych déji se pfesné vyrusi. Pro idealni Stirlingtiv stroj
tedy dostavame Carnotovu ucinnost

(2.18) n=1-2=2.

Obrazek 2.3: Stirlingiv cyklus v pV diagramu.

Poznamenejme, Ze narozdil od Carnotova stroje Stirlingovy motory skutecéné nalezly
uplatnéni v praxi. Jejich vyhodou je, Ze mohou pracovat v principu s libovolnym tepelnym
zdrojem-—nejsou zavislé na vnitinim spalovani paliva. Maji tissi chod, mohou byt téz snadno
pouzity v reverznim rezimu jako tepelna cerpadla. Jejich nevyhodou jsou pomérné velké roz-
méry, které jsou zapotiebi pro ziskani vyssiho vykonu—je zapotiebi i¢inné chlazeni i efektivni
tepelnd vyména v regeneratoru. Po startu také vyzaduji urcitou dobu na zahiati, nez jsou
schopny plného vykonu. Stirlingovy motory nasly uplatnéni mimo jiné i pro pohon ponorek (ve
svédské flotile). Demonstra¢ni verze funkéniho Stirlingova stroje je na obrazku

2.3 Uc¢innost tepelnych strojt pracujicich kone¢nou rych-
losti

Carnotuv cyklus je zalozen na pozadavku vratnosti vSech déji—v takovém piipadé mizeme
dosahnout idealni Gcéinnosti. OvSem pozadavek vratnosti je velmi omezujici: aby déj probihal
vratné, muselo by teplo prechazet mezi télesy o stejné teploté. To by ovSem trvalo nekonecné
dlouho. Od stroji ovSem pozadujeme vykon—a ten by v takovém piipadé byl nulovy. Misto toho,
abychom hledali stroje s optimalni ti¢innosti, ¢asto optimalizujeme vykon. Mzeme zkusit najit
optimalni rezim pro zafizeni pracujici na bazi Carnotova cyklu, ovsem s tim, Ze pracovni latka
bude nabyvat teplot z uzsiho intervalu, nez je rozpéti ohtivace a chladice.
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Obrazek 2.4: Demonstrac¢ni verze Stirlingova stroje.

Predpokladejme tedy, ze mezi ohtivacem o teploté T a chladi¢em o teploté T3 pracuje nase
zafizeni, jehoz pracovni latka nabyva nejvyssi teploty 7] a nejnizsi Ty (viz obr. . Teplotni
spady Ty — 1] a Ty — T zptisobuji, ze teplo proudi kone¢nou rychlosti. Naleznéme hodnoty 77
a Ty tak, aby vykon zafizeni byl nejvyssi.

Obrazek 2.5: Carnotiiv cyklus pracujici kone¢nou rychlosti v uzsim teplotnim intervalu, nez je
interval mezi teplotou ohtivace 77 a chladice T5.

Predpokladejme, ze teplo, které se za dobu At vyméni mezi ohfivacem a pracovni latkou
je

a podobné teplo, které piejde z pracovni latky o teploté Ty do chladice je

kde « je konstanta udavajici rychlost tepelné vymény. Pro pomér vyménénych tepel plati Car-
nottv vztah

Tl
(2.21) @ —.
QQ Tz

Z téchto rovnic pak plyne souvislost mezi pracovnimi teplotami stroje
15T
(2.22) pE—

T -y
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Trva-li kazdy z izotermickych déja dobu At, je prace vykonana za jeden cyklus rovna

W == Ql QQ = Oé( T/ TQ/ + TQ)At

T,T)

(223) = « (Tl — Tll - QTV—TI + Tg) At.

Zanedbame-li dobu trvani adiabatickych déji, probéhne jeden cyklus za dobu 2A¢ Pramérny
vykon stroje je pak dan vztahem

w « TQT’
2.24 P=——=—(1y-T] - Ty ).
(224) oAt 2 ( e T >

Najdéme tedy teplotu 77, pro kterou bude vykon maximélni. Z pozadavku extrému

dP
2.25
( ) a1y
dostaneme
T, + /11T
(2.26) T = %7

odkud za pouziti vztahu (2.22]) dostaneme

Ty + TVT:
(2.27) T, = %

Vykon stroje je v tomto pripadé roven

T TiT: 1: TiT: 2

(228) P = % (Tl -
a pro jeho uc¢innost dostaneme

— W Q- Q2:1—22I:1—T2+VT1T2
Qi Ty Ty + 1115
13
2.29 = 1—/=
(2:29) -
Tento vztah poprvé odvodil Novikov v roce 1957 [16], vice ve zndmost vesel po roce 1975 po jeho
odvozeni Curzonem a Ahlbornem v ¢asopise American Journal of Physics [I7]. Je zajimavé, ze
ac byl vztah (2.29) odvozen za velmi zjednodusujicich pfedpokladi, ukazuje se, ze velmi dobie

vystihuje tc¢innosti soucasnych tepelnych elektraren.



Kapitola 3

Termodynamické potencialy

Motivace: Kombinovanou vétu termodynamiky ve tvaru
(3.1) dE =TdS — pdV

lze porovnat s diferencidlem vnitini energie soustavy, pokud ji vyjadiime jako funkci dvou
nezavislych proménnych S a V:

oF oF
2 dE = —==) d — | dV.
& (5s), 25+ (5v)
Porovnanim zjistime, Ze
oF
. - =T
o (35), =
oF
A4 it — _p.
o (@), = =

Pokud bychom tedy znali vyjadfeni vnitini energie jako funkce entropie a objemu, snadno
bychom pro jakoukoliv hodnotu téchto parametrt spocitali tlak i teplotu. Protoze téz pii vy-
poctu druhé derivace nezavisi na poradi derivovani, plati

O’E oT 0
(3.5) — (&) =—(22) .
oSV oV ) oS /.,

Posledni rovnost se nazyva Maxwelltiv vztah. Rik4, 7e ze zmén teploty pii zménach objemu
u adiabatickych déju (coZ je pomérné snadno méfitelné) lze jednoduse ziskat vztah mezi tlakem
a entropii u dé&jt s konstantnim objemem (coz se d4 stézi métit piimo). Casto ale zndme popis
systému pomoci jinych dvojic nezavislych parametrii, nez jsou S a V', naptiklad pomoci 7" a V.
MiiZzeme pak ziskat podobné uziteéné vztahy?

3.1 Helmholtzova volna energie

Pomoci Legendrovy transformace definujme misto £ novou funkci F":

(3.6) F=E-TS.

15
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Pro jeji totalni diferencial plati:
(3.7) dF =dE —TdS — SdT'=TdS — pdV —TdS — SdT = —SdT — pdV.

Pokud F uvazujeme jako funkci nezévislych proménnych 7" a V', dostavame

(3.8) (g—];) LT =,

Z vyrazu pro druhou kombinovanou derivaci dostavame Maxwelliv vztah

%)~ (),

Veli¢ina F' ma podobny vyznam jako vnitini energie; nazyva se volna energie (Free energy; téz
Helmholtzova energie). Protoze pti dT' = 0 plati dF' = —pdV, znamena to, Ze pii izotermickych
déjich odpovida prace vykonand systémem zméné jeho volné energie. Spolu s F je i F' jednim
z termodynamickych potenciali. Maxwelliv vztah umoznuje napt. ze znamého vztahu
mezi p,V a T (tedy ze stavové rovnice) najit objemovou zavislost entropie pfi izotermickych
déjich.

3.2 Entalpie

Dalsi termodynamické potencialy lze ziskat podobné pomoci Legendrovych transformaci: En-
talpie H se definuje jako

(3.11) H=F+pV
a pro jeji totalni diferencial plati
(3.12) dH = dE + pdV + Vdp =TdS + Vdp.

Z toho plyne jeji fyzikalni interpretace: pri konstantnim tlaku je dp = 0 a tedy dH = TdS = 0Q),
¢ili pii izobarickych procesech je teplo dodané soustavé rovno prirtstku jeho entalpie. To nam
téz umoznuje vyjadrit tepelnou kapacitu pfi konstantnim tlaku pomoci derivace entalpie:

13 - (39) - () (%)

Porovnanim rovnice (3.12)) s vyjadienim totalniho diferencidlu entalpie jako funkce entropie a
tlaku dostaneme

(3.14) @—g])p = T,

(3.15) (%_;f) - v

Maxwellav vztah vyplyvajici z pfislusného vyrazu pro kombinovanou druhou derivaci mé tvar

(3.16) (%)S N (g_g)p

a umoznuje nam napf. ze souvislosti mezi teplotou a tlakem pii adiabatickych dé€jich urcit, jak
se méni entropie v zavislosti na objemu pii izobarickych déjich.
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3.3 Gibbstv potencial

vvvvvv

vany pomoci Legendrovy transformace volné energie, piipadné entalpie
(3.17) G=F+pV=H-TS=FE-TS+pV.

Pro jeho totalni diferencial plati

(3.18) dG = —=SdT + Vdp.

Porovnanim s vyjadfenim Gibbsova potencialu jako funkce teploty a tlaku dostaneme

(3.19) (Z_@p _ s

(3:20) (g_j) - v

Vztahem pro druhou derivaci pak dostaneme Maxwellovu relaci

(), (),

¢ili moznost ziskat ze stavové rovnice zavislost entropie na tlaku pii izotermickych déjich.

3.4 Jouliv-Thomsontiv jev

Pojem entalpie a Maxwelltiv vztah plynouci z Gibbsova potencialu jsou velmi uzite¢né pro po-
chopeni zmény teploty pii nevratné expanzi plynt do prostfedi s nizsim tlakem - tzv. Jouleové-
Thomsonové jevu (viz obr. . Predpokladejme, ze plyn je tlacen pistem z levé strany valce
na pravou pres porézni prepazku. Tlak vlevo je pq, tlak vpravo p, a predpokladame, ze pokud
se posunem pistu vlevo zmensi objem pred prepazkou o AVy, zvétsi se posunem pistu vpravo
objem za ptrepazkou o AVs. Uvazujme, ze urcité mnozstvi plynu tak zcela protlacime pres pie-
pazku: z piivodniho objemu V; na pocatku bude V5 na konci. Déle predpokladame, ze béhem
procesu nedoslo k zadné tepelné vymeéné s okolim. Podle prvni termodynamické véty tak veskera
zména vnitini energie odpovida vykonané praci, tedy

(3.22) Ey — Er = piVi — paVs,

kde p1V; je prace, kterou jsme vykonali tlacenim na levy pist a poVs je prace, kterou vykonal
plyn pii posouvani pravého pistu. Preskupenim celntt dostaneme

(3.23) Ey 4+ poVo = E1 + piVA,
tedy
(3.24) H, = H,,

coz znamena, ze pii tomto déji zlistava entalpie plynu konstantni.
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AV, AV,
Z ____
e h 28 =
! T, |
e ___

Obrazek 3.1: Nevratna expanze plynu pres porézni prepazku do oblasti s niz§im tlakem py < p;.

U Jouleova-Thomsonova jevu je zvlasté zajimavé sledovat zménu teploty plynu. Zavislost
teploty plynu na tlaku lze urcit ze vztahu

T
(3.25) dT:(%J dp = pyrdp,
D/ u

kde g7 se nazyva Jouletiv-Thomsontiv koeficient. Ten lze vyjadfit ipravou parcialnich derivaci

entalpie:
()
Hgr = 2
T ),

(),

(3.26) = 27

(3.27) = - c
T(%) -V

(3.28) = <6Tg:

(3.29) - CKP(QT—U,

kde

(3.30) a= % (%)p,

je teplotni soucinitel objemové roztaznosti plynu pii konstantnim tlaku. V rovnici (3.27)) jsme
vyuzili vztah pro tepelnou kapacitu pri konstantnim tlaku (3.13]), v rovnici jsme pak
vyuzili vztahy pro teplotu (3.14]) a pro objem (3.15) a Maxwelliv vztah plynouci z definice
Gibbsova potencialu ((3.21]).

ProtoZe jak objem tak V' i tepelna kapacita pii konstantnim tlaku C), jsou kladné, zavisi
znaménko Jouleova-Thomsonova koeficientu p;r na hodnoté o7 pro o' < 1 je puyr < 0 a
pri poklesu tlaku se teplota plynu zvysi. Naopak pro o7 > 1 je puyr > 0 a pii poklesu tlaku
se teplota plynu snizi. Vypoc¢téme nyni hodnotu Jouleova-Thomsonova koeficientu pro idealni
plyn a pro neidealni plyn popsany van der Waalsovou rovnici.
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Pro idealni plyn plati

RT
(3.31) V=
p
a tedy
1 (oV 1nR 1
(322 =y (a_T>p_V?_T’

z ¢ehoz plyne o' = 1 a tedy pjyr = 0. To znamend, ze idealni plyn pfi Jouleové-Thomsonové
expanzi neméni teplotu.

Pro van der Waalstiv plyn plati (pro jeden mol):
a
(3.33) (p+ W) (V —b) = RT,
z ¢ehoz lze vyjadrit tlak
(3.34) p=——7 — —.

Tuto rovnici vyuzijeme pro vyjadieni derivace objemu podle teploty

vy  (8), RV -bV?
(ﬁ)p ~ (&), RITVZ—2a(V-b)

Q

(3.35)

Q|

z ¢ehoz dostaneme rozdil vystupujici v rovnici (3.28)):

(3.36)

(VN —RTV3b +2aV (V — b)?
T ),  RTV3 —2a(V —b)?

Tento vztah lze zjednodusit pokud uvazujeme dostatecné ridky plyn, pro néjz b < V' a pokud
a < RTV (coz plyne z podminky pro tlak, p > a/V?):

ov 2a
. T(2) — v bt 2
(3.37) (8T>p Ve bt o
a tedy
1 2a b (O
. g () =g (7).
kde
2a
(3.39) 0= =

je tzv. teplota inverze. Pti teplotach nad teplotou inverze je Jouletv-Thomsoniiv koeficient
zaporny a pii poklesu tlaku se teplota plynu zvysuje. Pii teplotach pod teplotou inverze je
Jouletv-Thomsontv koeficient kladny a pfi expanzi plynu teplota klesa.
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Tento jev méa znacny vyznam pii zkapalnovani plyni, kdy je tfeba dosahovat zvlasté
nizkych teplot. Aby teplota plynu pii Jouleové-Thomsonové expanzi klesala, je zapotiebi zacit
pti teploté pod teplotou inverze, coz znamena nékteré plyny na pocatku ochlazovat expanzi
jiného plynu o vyssi teploté inverze. Je vsak tfeba podotknout, ze pii odvozeni vztahu
jsme vysli z aproximace van der Waalsovy rovnice a dale aproximovali nékteré vyrazy. Vysledek
nam pak dava spise jen velmi hrubou predstavu o chovani daného plynu. Jedna z hlavnich
odlisnosti redlného a van der Waalsova plynu spoc¢ivd v tom, ze u skutecného plynu zavisi
teplota inverze na tlaku, kdezto vztah neobsahuje zadné stavové parametry.

Pro predstavu uvedme teploty inverze pro nékteré plyny za atmosférického tlaku:

Plyn S}
He 40 K
Ne 231 K
H, 202 K
N, | 621K
O, 764 K
CO, | 1500 K

Z téchto hodnot lze usuzovat, ze za pokojové teploty se bude expandujici vzduch ¢i oxid uhlicity
ochlazovat, kdezto vodik ¢i helium zahiivat.

3.5 Termodynamické potencialy a smér nevratnych déju

Termodynamické potencidly jsou téz velmi uziteéné, protoze nam umozni predpovédét, jakym
smérem bude probihat za danych podminek urc¢ita reakce. Napr. je-li systém vymezen pevné
danym objemem a je pritom v kontaktu s tepelnym rezervoarem o dané teploté, bude mit
tendenci dostat se do stavu s nejmensi volnou energii F'. Podobné pokud je systém v kontaktu
s tepelnym rezervoarem o urcité teploté, ale muze téz ménit sviij objem pfi pevné daném tlaku,
bude mit tendenci dostat se do stavu s nejmensim Gibbsovym potencidlem G. Proc¢?

Uvazujme nejprve systém s pevné danym objemem, ktery si mtize vyménovat s okolim
teplo. Déje, které mohou spontanné probihat, vedou ke zvysSeni celkové entropie, tedy

(340) dStot == dS + dSres 2 O,

kde S je entropie systému, S, je entropie rezervoaru a Sy, je celkova entropie. Prirtstek
entropie rezervoaru je umérny teplu, které odejde ze systému, tedy

0Q
3.41 dSies = ——,
(3.41) -
kde tepelna vyména systému je rovna zméné jeho vnitini energie
(3.42) Q) = dE.

Posledni vztah plyne z prvniho termodynamického zakona dFE = 0Q) — W a podminky kon-
stantniho objemu, diky niz systém nekonéd mechanickou praci, dV = 0, tedy 0W = pdV = 0. Z

rovnice (3.40]) tak plyne
dr

3.43 dS——>0
( ) T—7
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coZ lze po vynasobeni (—T') psat jako
(3.44) dE — TdS < 0.

Vyraz v posledni rovnici je pfirtistkem volné energie pri konstantni teploté, dFF = dE — TdS.
Rovnice tedy tvrdi, Ze za uvedenych podminek (teplota a objem pevné dané) spontédnni déje
vedou ke snizeni volné energie systému, v rovnovazném stavu pak volnd energie nabyva svého
minima.

Podobnym zptisobem miizeme uvazovat systém s danou teplotou a tlakem. Pozadavek
rustu celkové entropie (3.40|) spolu se vztahem mezi entropii rezervoaru a predanym teplem
(3.41)) plati stejné, avsak pii izobarickych déjich je tepelnd vymeéna rovna zméné entalpie, tedy

(3.45) 5Q = dH.

Pozadavek rtistu celkové entropie ma tedy tvar

dH
4 _ >
(3.46) ds — — 20,
coz lze po vynasobeni (—T') psét jako
(3.47) dH —TdS <0.

Tento vyraz odpovida priristku Gibbsova potencialu pti konstantni teploté a konstantnim tlaku
(pfipomenme, ze G = H — TS, tedy dG = dH —TdS — SdT a pro dT =0 je dG = dH —Td5S).
Znamena to tedy, ze systém, ktery interaguje s okolim tak, Ze ma urcitou teplotu a urcity tlak,
postupné prejde do rovnovazného stavu, v némz je jeho Gibbstiv potencial minimalni.

3.6 Elektrolyza vody a princip vodikového palivového
¢lanku

Vypocet energetické bilance pfi elektrolyze vody a pfi opacném procesu, ktery odpovida funkci
vodikového c¢lanku, nam poslouzi k ilustraci pouziti termodynamickych potenciali.

3.6.1 Elektrolyza vody

Zdroj napéti zapojeny do obvodu s vodou dodava energii potiebnou k disociaci vodnich molekul
a vzniku plynného vodiku a kysliku (viz obr. . Kolik energie musi zdroj dodat, aby za
bézného tlaku 10° Pa a pokojové teploty 298 K z jednoho molu vody (tedy asi 18 ml) vznikl
jeden mol vodiku Hy a ptl molu kysliku O5?

K vypocétu budeme potfebovat tabelované hodnoty entalpie H a entropie S latek, do-
stupné v chemické literatute, nebo na strankach NIST (http://webbook.nist.gov/chemistry /form-
ser.html). Pro vodu, plynny vodik a plynny kyslik dostavame pro bézny tlak a teplotu hodnoty
uvedené v nasledujici tabulce:
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PAV=3]Tk]
i

o O [¢)
°1/2 mél
SHZ o
cl mol °

AG =237,13kJ
. H,S0, .
H,0

AH =285,83 k]
AE =282,11KkJ

o

e
TAS =48,7k]

Obrazek 3.2: Schéma elektrolyzy vody. Elektricky zdroj musi dodat 237,13 kJ energie, kromé
toho z okoli prejde do systému T'AS = 48,7 kJ tepla. Tato vstupni energie se spotfebuje na
zvySeni vnitini energie o 282,11 kJ a na praci 3,7 kJ spojenou s rozepnutim vystupnich plyni
za atmosférického tlaku.

Latka | H [kJ/mol] | S [J/(mol K)]
i, (g) 0 130,68
0, (g) 0 205,14
M0 () | —285,83 69,91

Co tyto hodnoty znamenaji? Pismeno (g) u kysliku a vodiku fika, Ze se jedna o plynnou fazi
(gas), kdezto (1) u vody oznacuje kapalinu (liquid). Hodnoty entalpie jsou u vodiku i kysliku
nulové—protoze se zpravidla voli nulova hladina entalpie u prvkia v plynné fazi za bézného
tlaku a pokojové teploty. Hodnota entalpie u vody Fika, kolik tepla odejde (zaporné znaménko)
do okoli, kdyz z plynného kysliku a vodiku vznikne jeden mol vody pii pokojové teploté. En-
tropie jsou pocitany od nulové hladiny odpovidajici teploté absolutni nuly. Plynim odpovida
podstatné vyssi entropie, protoze se jejich molekuly mohou nachazet v mnohem vétsim poctu
mikrostavili, nez molekuly usporadanéjsi kapaliny.

Ptisun elektrické energie predstavuje urcity druh prace, ktera je vykonana na systému.
Oznacime-li tuto praci Wg, mizeme zménu vnitini energie systému zapsat jako

(3.48) AE = TAS — pAV — Wp.

To znamena, ze vnitini energie se zvysi dodanim tepla T'AS a zaroven mize poklesnout, pokud
systém vykona praci zvétsenim svého objemu pii tlaku p, pripadné pokud vykona praci na elek-
trickém obvodu. Kdyz v nasem ptipadé praci kona elektricky obvod, bude Wg zaporné. Zménu
vnitini energie muzeme také vyjadrit pomoci zmén entalpie: protoze entalpie je definovana jako
H =F+pV, plati E = H — pV a pro zménu vnitini energie dostaneme

AE = AH —pAV
(3.49) = Hy— Hy —pVo+pVi.
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Porovnanim rovnic (3.48)) a (3.49)) mZeme vyjadiit praci elektrického obvodu —Wpg jako

(3.50) —Wg = AH-—TAS
(3.51) = (Hy—TSy) — (H, — TSy)
(3.52) = Go—Gh.

Jak vidime, prace, kterou musi vykonat elektricky obvod, je rovna zméné Gibbsova potencialu
G systému.

Pokud dosadime do vztahu (3.50) hodnoty z tabulky, mame pro zménu entalpie

(3.53) AH = Hy;— Hy= H(H,1mol)+ H(O3,1/2 mol) — H(H,0, 1 mol)
(3.54) — 285,83 kJ.

Druhy clen v rovnici pak je
TAS = T(Sy—51)=TI[SHz, 1 mol)+ S(O2,1/2 mol) — S(H20, 1 mol)]
= 298 K x (130,68 + % x 205.14 — 69,91) J/K
(3.55) = 48,7 kJ.
Tim dostavame zménu Gibbsova potencialu a praci, kterou musi dodat elektricky obvod jako
(3.56) — Wg =AG = 285,83 kJ — 48,7 kJ =237,1 kJ.

Jak této hodnoté rozumét? Prochazi-li obvodem proud, spotfebuje se jeho energie ¢asteéné na
rozruseni chemickych vazeb v molekule vody a tim na zvyseni vnitini energie systému. Kromé
toho se musi ¢ast energie spotiebovat na mechanickou praci, kterou systém kona proti vnéjsimu
tlaku, kdyz se zanedbatelnych 18 ml vody rozepne do cca. 37 litri vodiku a kysliku—to ¢ini
zhruba 3,7 kJ. Tato hodnota se v nasich vypoctech neobjevila, protoze soucin tlaku a objemu
je jiz obsazen v hodnotach entalpie, se kterymi jsme pracovali, a pfi porovnani vyrazi (3.48)
a se ¢len pAV odecetl. Na nas vysledek mé vSak vliv i to, Ze pti piechodu z kapalné do
plynné faze se zvysila entropie systému. Pii vratném déji to znamena, ze do systému muselo
prijit teplo z vnéjsiho okoli. Tim padem miize byt vysledna hodnota potiebné prace elektrického

obvodu v rovnici (3.50]) o toto teplo (48,7 kJ) nizsi.

3.6.2 Vodikovy palivovy ¢lanek

Opacénym procesem k elektrolyze vody je slucovani kysliku a vodiku a vysledna produkce
elektfiny ve vodikovém clanku. Tento proces je z hlediska vyroby energie mnohem ucinnéjsi,
nez prosté spalovani vodiku a preména vysledného tepla na praci v tepelnych strojich. Schéma
vodikového ¢lanku je na obr. [3.3] Do ¢lanku vstupuje z jedné strany plynny kyslik a z druhé
strany plynny vodik, jako odpad je produkovano teplo a voda v kapalné fazi, a jako uzitecny
vystup dostavame elektrickou energii. Kolik energie tak muzeme ziskat, kdyz v ¢lanku slouc¢ime
jeden mol vodiku s ptl molem kysliku za vzniku jednoho molu vody? Energetickéd bilance nyni
vypada podobné jako v predchozim ptipadé, pouze postupujeme opacnym smérem.

Vnitini energie kysliku a vodiku se pfi vzniku vody zméni, pficemz se uvolni urcité teplo a
vykoné prace. Tato prace zahrnuje jak slozku mechanickou, spojenou se zménou objemu systému
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Obrazek 3.3: Princip idealniho vodikového palivového ¢lanku. Kyslik a vodik jsou vhanény do
poréznich elektrod, na kterych se pak indukuje napéti. Pokles entalpie H surovin—plynného
kysliku a vodiku je doprovazen predanim tepla TAS do okoli a vykonanim uzitecné elektrické
prace odpovidajici zméné Gibbsova potencialu G.

pri vnéjsim tlaku, tak i praci vykonanou na elektrickém obvodu. Vyjadieno v konkrétnich
hodnotach, pfi vzniku jednoho molu vody klesne vnitini energie systému o 282,1 kJ. Toto
zahrnuje jednak snizeni entalpie o 285,83 kJ (viz tabulka) a jednak mechanickou praci 3,7 kJ,
ktera byla na systému vykonana, kdyz se cca 37 litri plynu stlacilo do malinkého objemu
zaujimaného vodou (pfipoménme, ze AE = AH — pAV). Pokles vnitini energie vSak podle
prvni véty termodynamiky musi byt zptisoben odchodem tepla (T'AS) ze systému, tedy 48,7 kJ,
a dale praci, kterou systém vykonal. Préice je tu jednak mechanicka (3,7 kJ, kterou vsak kona
okoli na systému) a jednak elektrickdi—mna tu zbyva (282,1 — 48,7 — 3,7) kJ = 237,13 kJ.

Pokud bychom porovnali ziskanou elektrickou energii se vstupni entalpii kysliku a vodiku,

ziskdme z jejich podilu G¢innost procesu n = 237,1/285,8 = 83%. To je podstatné vyssi Gcin-
nost, nez bychom ziskali pii normalnim spalovani vodiku a nasledné vyrobé elektrické energie
ze ziskaného tepla. Soucasné vodikové ¢lanky sice zdaleka nedosahuji této idealni ucinnosti,
presto jsou vSak podstatné ¢innéjsi nez procesy v tepelnych elektrarnach.

3.7 Poznamka: Muze byt tepelna kapacita zaporna?

Znamenalo by to, ze dodani tepla do systému snizi jeho teplotu, ,zahfivanim® systém vlastné
sochlazujeme”. Je néco takového mozné? Uvazujme pro jednoduchost idealni plyn a rdzné
procesy, které s nim lze vykonat—viz obr. [3.4] Vime, Ze tepelnd kapacita pfi konstantnim
tlaku je vyssi nez tepelné kapacita pti konstantnim objemu—a mtzeme si predstavit dalsi déje,
pii kterych bude tepelnd kapacita opét odlisna. Napriklad pfi izotermickém déji do systému
dodavame teplo, aniz by se ménila teplota, coz odpovida nekonecné tepelné kapacité. Naproti
tomu pri adiabatickém déji dochéazi ke zméné teploty, ale zadné teplo do soustavy nepiichéazi,
coz zase odpovida nulové tepelné kapacité. Zkusme najit proces, ktery popiseme v pV diagramu
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zévislosti mezi tlakem a objemem jako L(p, V') =const. tak, aby

83
(3.57) CL=T (8_T>L <0.

Pro srovnéni se zndmymi déji: izobarickému procesu by odpovidalo L(p, V') = p, izochorickému
L(p,V) =V, izotermickému L(p,V) = pV a adiabatickému L(p,V) = pV*, kde v = C,/Cy.
Miuzeme hledat proces se zapornou tepelnou kapacitou mezi déji s mocninnou zavislosti mezi p
a 'V, tj. ve tvaru L(p, V') = pV7, kde v je n&jaky exponent. Tato zavislost je dostate¢né obecna,
v = 1 plati pro izotermicky déj, v = 0 pro izobaricky a v = k pro adiabaticky.

p

Obrézek 3.4: Riiznym procestim odpovidaji riizné tepelné kapacity. Carkované kiivce mezi izo-
termou a adiabatou pfislusi zaporna tepelna kapacita C',.

Pro nalezeni tepelné kapacity C7, je vhodné prejit ve vztahu (3.57)) k entropii jako funkci
nezavislych proménnych 7" a V', tedy

(3.58) Co=T [(Z—i)v - (%)T (Z_‘;)L] |

Prvni vyraz na pravé strané odpovida tepelné kapacité pri konstantnim objemu,

(3.59) Cy=T (g—§>v .

Derivaci entropie podle objemu ziskdme z Maxwellovy relace plynouci z diferencidlu volné
energie,

),-(2).

kde vztah na pravé strané obdrzime snadno ze stavové rovnice pV = nRT,

(3.61) (g_i];)v -2t
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Vztah mezi objemem a teplotou pii konstantni hodnoté L musime ziskat z defini¢niho vztahu
procesu, tedy ze zavislosti L(p, V). Pouzijeme k tomu vyjadieni derivace implicitni funkce jako

(3.62) (aV)L =— (%)V.

or (57) 7
Citatele a jmenovatele pak upravime piechodem k funkci L zavislé na proménnych p a V, tedy
oL oL dp
3.63 — = | = —
(3:65) (o), = (5), (7).,
oL oL oL dp
3.64 — = (= - It
( ) <8V>T (av)p+ (ap)v<aV>T

Vsechny tyto derivace jiz snadno najdeme—piimo z funkce L(p, V') a ze stavové rovnice:

(3.65) <8—L> — v,
op /
oL
- — y—1
(3.60) (5) = wr
dp _ nRT
(3.67) (W>T - -2

Dostavame tedy

aL
(3.68) C, = CV_T@_;) Eg—L;V

V- \ov/)T

o2 (oL
(3.69) = Cv-T— Gy (), ,

coz po dosazeni konkrétnich vztahti pro derivace a s vyuzitim Cy = nR/(k — 1) dava

R —f  _p( 1
310 0= ng e =R (o 5

Pokud je tedy 1 < v < k, je vysledna tepelna kapacita pro uvazovany proces zaporna.

W

Obrazek 3.5: Systém se zapornou tepelnou kapacitou: idealni plyn ve valci s pistem a mecha-
nickym prevodem, zajistujicim vhodnou zavislost tlaku na objemu.
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Vyrobit systém se zapornou tepelnou kapacitou tedy neni obtizné—staci napiiklad vhod-
nym mechanickym pfevodem zajistit pozadovanou zavislost tlaku na poloze pistu (napf. jako
na obr. . Vsimnéme si, ze takovéto zafizeni nemtze byt ve stabilni tepelné rovnovaze se
svym okolim: pokud by naptiklad byla teplota systému nizsi nez teplota okoli, do systému by
prichéazelo teplo, to by zptisobilo expanzi plynu a tim jeho dalsi ochlazeni. Zajistit stabilni rov-
novazny stav by se ndm podafilo pouze pomoci vhodné zpétné vazby (viz obr. . Mohl by
tak poslouzit naptiklad ohtivac, ktery by byl nastaveny tak, aby dodaval tim vice tepla, ¢im
vyssi by byla teplota systému. Pii zvyseni teploty systému by ohfivac¢ dodal teplo, které by pfi
zaporné tepelné kapacité nakonec vedlo ke snizeni teploty a navratu do ptivodniho stavu.

]

Obrazek 3.6: Systém se zapornou tepelnou kapacitou a zpétnou vazbou. Cim vyssi je teplota
plynu ve vélci, tim vice je otevien ventil kahanu, ohfivajiciho plyn. Zpétna vazba tak zajistuje
konstantni teplotu systému.

Stoji téz za zminku, Ze na podobném principu pracuje stabilizace teploty uvnitf hvézd.
Zdrojem tepla jsou tam jaderné reakce a ty probihaji tim rychleji, ¢im vétsi rychlosti do sebe
jadra nardzeji (tj. pii vyssi teploté) a ¢im Castéji ke srazkdm dochézi (tj. pfi vyssi hustoté).
Pokud by jaderné reakce dodaly vice tepla nez odpovida rovnovaze, vedlo by to k expanzi a
tim ke snizeni teploty a hustoty hvézdného materidlu. To by ovSem opét utlumilo probihajici
jaderné reakce.
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Kapitola 4

Otevrené systémy, faze a fazové
prechody

4.1 Chemicky potencial

V predchozich kapitoldch jsme uvazovali systémy s neproménnym mnozstvim latky, ze které
se skladaji. Nase tivahy nyni zobecnime pro piipad, zZe se systém sklada z cCastic, které mo-
hou systém opoustét, pripadné do néj prichazet. Pokud je celkem K druhti takovychto ¢astic,
postulujeme kombinovanou vétu termodynamiky ve tvaru

K
(4.1) dE = TdS — pdV + > j1,dN,,

n=1

kde N, je pocet castic n-tého druhu, které se v systému nachézeji a u je takzvany chemicky
potencidal. Tiebaze jeho nazev napovida, ze ma co do ¢inéni s chemickymi reakcemi, je to
fyzikalni veli¢ina, kterd ma své uplatnéni i v procesech, ve kterych k zadnym chemickym reakcim
nedochazi. Fyzikalni interpretace chemického potencialu vyplyva pfimo z rovnice (4.1)), ze které
muzeme psat

OF
(42) o = ( ) |
aNn S,V,Nk;én

Znamena to, ze chemicky potencial ma vyznam prirtistku vnitini energie systému, ke kterému
by doslo, pokud by se pocet ¢astic n-tého druhu zvysil o jednotku, pricemz entropie a objem
systému a pocet vSech ostatnich c¢astic by ziistaly nezménény. Je to tedy jakasi energie nesena
jednou c¢astici za predpokladu, ze systém nezméni jmenované extenzivni parametry.

4.2 FEulerova rovnice

Rovnice (4.1)) pfedpoklad4, Ze vnitini energie je funkci proménnych S, V a N,,, pron=1... K,
tedy £ = E(S,V,Ni,...,Nk). VSechny tyto proménné jsou extenzivni, stejné jako vnitini
energie. Pokud bychom méli dvé kopie daného systému a spojili je do nového slozeného systému,

29
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vSechny extenzivni parametry by se zdvojnasobily. Plati to ovSem i pro jakykoliv a-nasobek
vSech extenzivnich veli¢in, coz ndm umoznuje psat obecny vztah

(4.3) E(aS,aV,aNy,...,aNk) = aE(S,V,Ny,..., Ng).

Matematicky se funkce s takovouto vlastnosti nazyvaji homogenni funkce pruniho rdadu. Z této
vlastnosti pak plynou nékteré diilezité termodynamické disledky.

Predpokladejme, Ze se vSechny parametry zmeéni o néjaky maly, stejny nasobek e, tedy
S—(1+¢€)S,V — (1+¢)V, atd. Vnitini energie se pak zméni odpovidajicim zptisobem,

El(1+6)S,(1+e)V,(14+€)Ny,...,(14+€)Ng|] =

OF OF
4.4 = E(S,V,Ny,...,N = B N
( ) (S;‘/a 1, ) K) + (88>V7.._7NK €S + <8NK)S,...NK1 K

Levou stranu upravime s vyuzitim vlastnosti homogenity na (1 + €)E, na pravé strané pak
jednotlivé parcialni derivace nahradime odpovidajicimi termodynamickymi veli¢inami, takze
dostaneme

K

(4.5) (14 €)E(S,V,Ny,...,Ng) = E(S,V,Ny,...,Ng) + ¢ (TS —pV + ZunNn> :
n=1

odkud plyne

K
(4.6) E=TS—pV+Y N,

n=1

Tomuto vztahu se ¥ikd Eulerova rovnice. Jeji vyznam je v tom, Ze rovnici (4.1)) lze trividlné
integrovat. To neni samoziejma vlastnost, kdyz uvazime, ze veliciny 7', p a p, jsou obecné
funkcemi vSech extenzivnich parametra S, V a N,,.

4.3 Gibbsuv - Duhemuv vztah

Z Eulerovy rovnice (4.6|) 1ze psat diferencial vnitini energie ve tvaru
K K

(4.7) dE = TdS + SdT — pdV — Vdp + > 1ndNy + Y Nydpts,.
n=1 n=1

Protoze vSak pro dF zaroven plati vztah (4.1)), dostavame po jeho odecteni

K
(4.8) 0=SdT —Vdp+ > Nudpn.
n=1
Toto je tzv. Gibbsiv - Duhemiv vztah, ktery fika, Ze intenzivni proménné T, p, p1,... fix

nejsou na sobé zcela nezavislé. To je docela pochopitelné, ukazme to na prikladu tii nezavislych
extenzivnich parametri S, V a N, které definuji stav systému. Z nich lze vypocitat dvé nezavislé
intenzivni veli¢iny s = S/N a v = V/N (tedy entropie a objem pfipadajici na jednu ¢astici).
Dalsi intenzivni veli¢iny jiz budou zavislé na téchto dvou.
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4.4 Fazové premény

Pojem faze je zobecnénim pojmu skupenstvi, oznacuje homogenni ¢ast makroskopického télesa.
Jednotlivé faze v daném télese se mohou lisit chemickym slozenim, skupenstvim, krystalickou
strukturou, hustotou, magnetickymi vlastnostmi atd.

4.4.1 Podminka rovnovahy pro dvé faze

Podminkou je teplotni a mechanicka rovnovaha:

(4.9) T =T, =T,
(4.10) PL=p2=0p

a zachovani poctu castic

Systém s konstantnim objemem v termodynamické rovnovaze:

(4.12) dF(T,V,Ny) = 0,
pricemz

OF
413 A
(4.13) (aNk)KT .

takze pri konstantni teploté
(414) dF = ,u1dN1 + /Lngg = (,u1 — ,ug)dN,

¢ili chemické potencialy pro c¢astice obou fazi musi byt stejné. Pokud vyjadiime chemické po-
tencialy jako funkce teploty a tlaku, dostaneme

(4.15) pa(p, T) = pa(p, T),
coz predstavuje implicitni zavislost mezi tlakem a teplotou, neboli
(4.16) p=p(T),

viz obr. [.Th. Parametry p, T vyhovujici této rovnici lezi na kfivee, jejiz body odpovidaji mozné
koexistenci dvou fazi. Body mimo tuto ¢aru odpovidaji situaci, kdy latka v télese je tvorena
jedinou fazi.

Pokud prechazime z jednoho stavu (A) do druhého (B) po trajektorii odpovidajici ¢arkované
¢are na obr. , ve stavu odpovidajicim priseciku této cary s kiivkou p(7") se téleso rozdéli na
dvé homogenni ¢asti. (V této situaci dvojice parametri p, T’ neurc¢uje jednoznacné stav systému
- je tfeba doplnit napf. informaci o pomérném zastoupeni obou fazi.) Na druhé strané kiivky
p(T) pokracuje systém jako homogenni téleso ve druhé fazi.

V nékterych piipadech kfivka fazové rovnovahy konéi - jako v bodé (C), v tzv. kritickém bodé.
Pokud ménime stav systému podél teckované trajektorie, méni se faze postupné, aniz by se
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(a) (b)

T Vv

Obrazek 4.1: Ktivka fazové rovnovahy pro tlak a teplotu a pro tlak a objem.

téleso rozdélilo na dvé oddélené casti. Faze s kritickym bodem se tak lisi pouze kvantitativné
a prifazeni daného homogenniho stavu jedné ¢i druhé fazi mize byt konvencni zalezitosti. To
se tyka napf. prechodu mezi kapalnou a plynnou fazi. Naproti tomu prechody mezi kapalnou
a krystalickou fazi, nebo mezi dvéma krystalickymi fazemi s riznou symetrii predstavuji kvali-
tativni skok a kfivka fazové rovnovahy nemize mit kriticky bod.

Rovnovahu fazi mizeme zobrazit i pro jiné dvojice termodynamickych proménnych, napt. p a
V' jako na obr. [f.Ip. Rovnovaze dvou fazi tu neodpovidd pouze kiivka, ale urcita plosna ob-
last. Pro zachovani termodynamické rovnovahy totiz neni nutna rovnost objemt (na rozdil od

rovnosti tlakt, rce ), ale objemy Vo dvou fazi mohou nabyvat hodnot 0 < V; < Vl(max)
ald << V2(max) tak, ze

(4.17> V=V+V,= xvl(max) + (1 _ x)vg(max)’ 0<z<l,

coz znamena, ze podminka rovnovahy fazi je splnéna pro jakykoliv bod v ¢arkované oblasti na
obr. . Dané hodnoté p a T odpovida jedna vodorovna tisecka spojujici body V™™ a V™)
na kiivce; mnozstvi latky v jednotlivych fazich jsou timérné délkam tsecek mezi danym bodem
(napf. D na obr. ) a body V™) g yme),

4.4.2 Tri faze

Analogicky jako pro rovnovédhu dvou fazi musi platit

(4.18) Ih=T=T1T = T,
(4-19> Pr=p2=pP3 = D,
(4.20) p(p, T) = pa(p,T) = ps(p,T).

Vztah predstavuje dvé rovnice mezi proménnymi p a 7. Reseni téchto rovnic odpovida
jediny bod o soutadnicich (pg,Tp), tzv. trojny bod. ProtoZe obecné nelze zajistit, aby dvé
proménné vyhovovaly tfem a vice nezavislym rovnicim, rovnovahy vice nez tii fazi téze latky
se neda dosahnout.
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4.5 Latentni teplo fazového prechodu, Clausiova - Cla-
peyronova rovnice.

Podobné jako pro vnitini energii miizeme u systémi s proménnym poctem castic psat vztahy i
pro dalsi termodynamické potencialy, konkrétne:

(4.21) dE = TdS — pdV + puydNy + padNoy + ...
(4.22) dFF = —SdT — pdV + p1dNy + podNy + . ..
(4.23) dH = TdS+ Vdp+ p1dNy + padNy + . ..
(4.24) dG = —=SdT +Vdp+ p1dNy + padNo + .. ..

Z rovnice (4.24]) plyne Maxwellova relace

A1 as
(). ()

oT N, ON;, 9N, %Ny
(4.26) (%) _ (8_V>

dp T,N; ONy T,p,N;#Ny
Vyraz
(4.27) Sk = (8—5)

ONy, T,p,N;#Ny,

predstavuje entropii, kterou ziskd soustava, pokud do ni (za podminky konstantniho tlaku
a teploty) prejde jedna ¢astice k-tého druhu. Vyndsobenim tohoto vztahu teplotou ziskdme
qr. = T'si, coz predstavuje teplo, které je nutno soustavé dodat, aby pii ziskani jedné castice
k-tého druhu ztstaly teplota a tlak nezménéné. Pokud soustava prechéazi z jedné faze do druhé,
pak pii prechodu jedné c¢astice z faze 1 do faze 2 je nutno dodat soustaveé teplo

Oz (9m
T ), x, T ), x, '

Tato veli¢ina se nazyva latentni teplo (na jednu ¢astici) pro prechod z faze 1 do faze 2.

(4.28) q=T(sg —s1)=—-T

Vyraz

(4.29) vy = (a_v>
ONy, T.p,N;#N,

mé vyznam objemu, pfipadajiciho na jednu ¢astici k-tého druhu (o tuto hodnotu vzroste objem
systému, pokud do néj za konstantniho tlaku a teploty jednu takovou ¢astici pridame).

Vztah mezi zménou tlaku s teplotou v rovnovaze dvou fazi, rozdilem specifickych objemii
téchto fazi a latentnim teplem ziskame derivaci rovnice (4.15)) podle teploty:

(4.30) Om O dp_ Opa | Ous dp
' or — Op dT or — Op dI’
d d
(431) —S1 + Ul—p = —89+ ’Ug—p

dr T’
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Upravou ziskame

d_p_Sz—Sl_ q

dl vy —vy  T(vy—v1)

(4.32)

Toto je Clausiova - Clapeyronova rovnice. Vyplyva z ni napi. vztah mezi tlakem a teplotou tani
ledu: je-li faze 1 pevna a 2 kapalna, je ¢ kladné a pro vodu plati v; > v,. Pak musi byt % <0,
tedy s rostoucim tlakem teplota tani klesa. Pro latky, jejichz specificky objem v kapalné fazi je
veétsi nez v pevné fazi, v; < vq, teplota tani s rostoucim tlakem roste.

Clausiova - Clapeyronova rovnice se da pouzit i pro odhad zavislosti tlaku sytych par na
teploté. Vyuzijeme dvou zjednoduSeni: specificky objem molekuly pary je mnohem vétsi nez
specificky objem molekuly v kapalin€, vy > vy a tedy vy — v; & vy. Za druhé - paru budeme
aproximovat idealnim plynem, tedy

kT

4.33 vy =2
(4.33) 2=

takze Clausiova - Clapeyronova rovnice ma tvar

dp qp

Pokud je ¢ nezavislé na teploté, dostavame

(4.35) p = poe ).

kde po je integra¢ni konstanta. Tlak syté pary tedy zavisi pfiblizné exponencidlné na 1/T.

P¥.: Tlak syté vodni pary pii 373 K je 105Pa, latentni teplo vypaiovani je 40,7 kJ/mol. Od-
hadnéte tlak syté vodni pary pti 383 K a pfi 363 K. [1,41 x 10°Pa, 0,70 x 10°Pa]

P¥.: Tlak syté vodni pary nad ledem pti 268 K je 2,965x10°Pa a pii 273 K je to 4,56 10°Pa.
Odhadnéte latentni teplo sublimace ledu. [52, 37kJ/mol|

P¥.: Odhadnéte teplotu varu vody pfi tlaku 3 x 10°Pa. [407K]

4.6 Gibbsovo fazové pravidlo

U systému sklddajiciho se z daného poc¢tu molekul n riznych chemickych latek v r rdznych
fazich muze v termodynamické rovnovaze f termodynamickych veli¢in nabyvat nezavislych
hodnot, kde

(4.36) f=n+2-r

Veli¢ina f je pocet stupit volnosti. Nap¥. v jednoslozkovém systému (n = 1) s jednou fazi
(r = 1) je pocet stupmil volnosti f = 2, miizeme tedy napt. zadat teplotu a tlak systému a
ostatni termodynamické veli¢iny (napi. objem, vnitini energie, entropie) jsou jiz uréeny. Pokud
v8ak v tomto systému koexistuji dvé faze (r = 2), je f =1 a vSechny termodynamické veli¢iny
jsou urceny napt. zadanim teploty. Pii koexistenci tii fazi je f = 0 a vSechny termodynamické
veli¢iny jsou jiz urceny: jsou to soutfadnice trojného bodu. Dvouslozkovy systém (n = 2) se
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tfemi fazemi (r = 3) je napt. soustava led, krystalicka siil a voda s rozpusténou soli. M4 jeden
stupen volnosti: pii daném tlaku existuje jedina teplota, kdy jsou vSechny tii slozky pritomny.

Odvozeni fazového pravidla: uvazujme systém s n slozkami v r fazich. Kazdé fazi m odpovida
teplota T, tlak p a n chemickych potencidldl p,, ;, kde j = 1,2,.... Pocet castic j-té slozky ve
fazi m je N,, ;. Gibbstv potencial faze m je

(437) Gm(p7 T’ Nm,la Nm,27 s 7Nm,n> = Z Nm,ij,j-
j=1

Protoze Gibbstv potencidl musi byt homogenni funkci prvniho fadu proménnych N, ;, musi
byt chemické potencidly i, ; funkcemi teploty 7', tlaku p a koncentraci definovanych napi.
Cm,j = Nm j/Nmn & chemické potencidly jsou tedy funkcemi n + 1 proménnych

(4.38) fmi = (T, Dy Cmas Cm2s v oy Cmne1), m=1,2,...7.

Dohromady je tedy soustava popsana 2 + r(n — 1) proménnymi. ProtoZze v termodynamické
rovnovaze jsou chemické potencialy kazdé slozky stejné v kazdé fazi, plati

M1l = H21 = ... Hr1,
Hi2 = H22 = ... HUr2,
(4.39) :
Hin = H2mn = - - Hrn,

coz predstavuje n(r — 1) nezavislych rovnic. Z celkového po¢tu proménnych tedy zbyva 2 +
r(n—1) —n(r — 1) = 24 n — r nezavislych proménnych, coz je Gibbsovo fazové pravidlo.

4.7 Povrchové napéti a Laplaceuv tlak

Zatim jsme zanedbéavali vliv povrchu oddélujiciho dvé faze. P¥i malych rozmérech jednotlivych
téles vsak povrchové efekty hraji velkou roli. Prace na zvétSeni povrchu ¢ rozhrani:

(4.40) dA = ado,

kde « je povrchové napéti (o > 0, jinak by rozhrani nebylo stabilni). Diferencial vnitini energie
je

(441) dE = Tldsl - pld‘/l + Mlle + TQdSQ - pgd‘/Q + ,LLQdNQ + ado.

Predpokladame-li konstantni objem V = V; + V5, pocet ¢astic N = Ny + Ny a entropii S =
Sy + S3, musi byt energie soustavy minimélni, tedy

(4.42) (Th — T5)dS; — (pl — Py — aj—%) dVi + (pn — p2)dNy = 0.
Pro rovnovahu tedy musi platit vztahy

(4.43) Th=T,="T,

(4.44) H1 = H2,

(4.45) p1— P2 = ad—a.

vy
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Prvni dva vztahy jsou stejné jako v piipadé bez povrchovych efekti, novym jevem je nerovnost
tlakt ve fazich oddélenych rozhranim. Pokud faze 1 tvori kouli, je

4.46) Vi = %7?7"3,
(4.47) o = 4nr’,
a tedy
(4.48) j—‘(;l = dzz = %
Rozdil tlaki uvniti a vné koule je pak
(4.49) p1— P2 = 2704.

Tento tlakovy rozdil se nazyva Laplaceuv tlak.

Termodynamické vlastnosti vybranych latek
Pro 1 mol pfi teploté 298 K a atmosférickém tlaku: entalpie H, Gibbstv potencial GG, entropie
S, tepelna kapacita pii konstantnim tlaku C'p, objem V'
(podle http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/tables/thermoprop.html; Schroeder, Daniel
V., An Introduction to Thermal Physics, Addison-Wesley, 2000).
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| Latka (faze)

| H ()| G&I)|[SI/K)|Cp(/K)|V (cm?) |

Al (s) 0 0] 2833 24,35 9,99
ALSiOs (kyanit) | -2594,20 | -2443,88 | 83,81 121,71 | 44,09
AlSiO5 (andalusit) | -2590,27 | -2442.66 93,22 122,72 51,53
ALSiO; (sillimanit) | -2587,76 | -2440,99 | 96,11 | 124,52 | 49,90
Ar (g) 0 0 15484 20,79

C (grafit) 0 0 5,74 8,53 5.30
C (diamant) 1,895 2,900 2,38 6,11 3,42
CH, (g) -74,81 -50,72 186,26 35,31

CoHs (g) -84,68 -32,82 229,60 52,63

C3Hs (g) -103,85 -23,49 269,91 73,5

C,H;0H (1) 297769 | 174,78 | 1607 | 111,46 58.4
CeH1206 (glukéza) -1268 -910 212 115

CO (g) 11053 | 137,17 | 197.67 29,14

CO; (g) -393,51 | -394,36 213,74 37,11

H,CO3 (aq) -699,65 | -623,08 187,4

HCO; (aq) 2691,99 | -586,77 91,2

Cag (aq) 542,83 | 553,58 | 53,1

CaCO; (kalcit) 1206,9 | -11288 92.9 8188 | 36,93
CaCOj (aragonit) -1207,1 | -1127,8 88,7 81,25 34,15
CaCl, (s) -795,8 -748,1 104,6 72,59 51,6
L (g) 0 0| 22307 33,01

Cl~ (aq) -167,16 | -131,23 56,5 -136,4 17,3
Cu (s) 0 0| 33,150 24,44 712
Fe (s) 0 0 27,28 25,10 711
I (g) 0 0| 130,68 28,82

H (g) 217,07 | 203,25 | 114,71 20,78

H* (aq) 0 0 0 0

H,0 (1) -285,83 | -237,13 69,91 75,29 18,068
H,O (g) -241,82 | -228,57 188,83 33,58

He (g) 0 0| 126,15 20,79

Hg (1) 0 0| 76,02 27.08 | 1481
N, (g) 0 0| 191,61 29,12

NH; (g) 46,11 | -1645| 192,45 35,06

Na® (aq) 240,12 | -261,91 59.0 46 4 1.2
NaCl (s) 411,15 | 384,14 | 72,13 50,50 | 27,01
NaAlSizOg (albit) -3935,1 | -3711,5 207,40 205,10 100,07
NaAlSizOg (jadeit) -3030,9 | -2852,1 133,5 160,0 60,40
Ne (g) 0 0 146,33 20,79

0- (g) 0 0| 205,14 29,38

0, (aq) 11,7 164 1109

OH (aq) 229,99 | -157,24 | -10,75 |  -148,5

Pb (s) 0 0 64,81 26,44 18,3
PbO; (s) -277.4 | -217,33 68,6 64,64
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Termodynamické vlastnosti vybranych latek (pokracovani)

[Tatka (faze) | H (kJ) | G (k)| S (3/K) | Cp (3/K) [V (em?) |

PbSOy (s) -920,0 [ -813,0 1485 103,2
SO; (aq) -909,27 | -744,53 20,1 -293
HSO; (aq) -887,34 | -755,91 131,8 -84
SiO, (kifemen) | -910,94 | -856,64 41,84 44,43 22.69
H,SiO4 (aq) | -1449,36 | -1307,67 | 215,13 468,98

Vysvétlivky: (s)...pevna faze, (1)...kapalina, (g)...plyn, (aq)...vodny roztok. Hodnoty en-
talpie a Gibbsova potencidlu jsou méreny od urcité referencni hladiny - ta je stanovena pro
prvky v typické fazi jako rovna nule. Protoze tlak je dan vnéjsimi podminkami, neni u plynt
zaddn molarni objem (ve vnéjsi atmosfére pii daném tlaku mtize plyn expandovat do libovol-
ného objemu). Hodnoty entropie pro plyny vsak odpovidaji situaci, kdy tlak je tvofen pouze
ptispévkem daného plynu - pro idealni plyn by tedy $lo o entropii pfi objemu 22,4 1 (pro plyny
zavisi entropie na objemu logaritmicky).



Kapitola 5
Zakladni pojmy statistické fyziky

Cil statistické fyziky: vysvétlit makroskopické vlastnosti latky na zakladé mikroskopickych
vlastnosti jejich elementii, pomoci matematického aparatu: teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Fundamentalni tloha: zdivodnéni principt fenomenologické termodynamiky.
Dilezité pojmy: mikrostav a makrostav

Uvazujme systém slozeny z N Castic. Stav tohoto systému muze byt zadan

e Klasicky: zadanim 3N zobecnénych souradnic ¢; a 3N zobecnénych hybnosti p;. Stavu
odpovida bod v 6 N-rozmérném fazovém prostoru.

e Kvantové: pomoci vlnové funkce 3N proménnych ¥ (qi, qa, . . ., gn). Stavu odpovida vektor
v Hilbertové (obecné nekoneénérozmérném, komplexnim) prostoru.

Takto zadany stav systému se nazyva mikrostav.

Obecnéjsi - pravdépodobnostni popis:

e Klasicky: zaddnim hustoty pravdépodobnosti p(qi,...qn,p1,--. PN, ) na 6 N-rozmérném
fazovém prostoru

e Kvantové: zadanim operatoru hustoty (téZ matice hustoty) p v Hilbertové prostoru,

(5.1) o =) e pr(tnl-

Plny popis stavu systému s N = 10% &astic je vSak prakticky nemozny, tim méné modelo-
vani jeho casového vyvoje. Informace obsazend v popisu mikrostavu je pro fadu aplikaci téz
nadbytecné velka, stacilo by znat mensi mnozstvi relevantnich parametrii. Rozdélme obrovské
mnozstvi moznych mikrostavii na mensi mnozstvi podskupin, jejichz mikrostavy maji uréitou
spole¢nou vlastnost. Kazda tato mnozina mikrostav se pak nazyvad makrostav.

Priklady:
e Vsechny mikrostavy, jejichz celkova energie je Fj
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e Uvazovany systém se sklada z dvojité nadoby obsahujici N c¢astic; makrostav definujeme
jako mnozinu mikrostavi, ve kterych N; Castic je v levé nadobé a N, = N — N; castic je
v pravé nadobé.

e Podobné jako v predchozim prikladu, ale dany makrostav ma N1+ AN castic je v levé
nadobé a N2 =N — N1 F AN castic je v pravé nadobé.

Méreni makroskopickych veli¢in (napt. p, V, E, vodivost, magnetizace ...) - tyto veli¢iny
jsou funkcemi mikrostavu systému. Makrostav je vhodné definovat jako mnozinu vSech mik-
rostavi, pro které dané veli¢iny nabyvaji konkrétnich hodnot.

Mikrostav systému se obecné mémi s ¢asem - a s nim tedy i hodnoty makroskopickych veli¢in.

Def.: Rovnovaha
Systém je v rovnovéaze, jestlize makroskopické veliciny ziistavaji v ¢ase konstantni, (az na malé
fluktuace kolem svych stfednich hodnot).

Ukol statistické fyziky: vysvétlit (¢i pfedpovédét) hodnoty makroskopickjch velidin

To, co méfi pristroj, je casova stfedni hodnota fluktuujici velic¢iny

(5.2) (L), = % / Lt

—T

Teoreticky vypocet ¢asové stiedni hodnoty makroskopické veli¢iny je v normalnich pfipadech
technicky neproveditelny. Pro feSeni statistickych tloh se zavadi pojem ensemble (poprvé ho
zavedl J.W. Gibbs) a stfedni hodnoty se poc¢itaji pies ensembly.

Def.: Ensemble je myslend mnoZina systému se stejnymi vnéjsimi parametry (napf. objem
nadoby, gravitaéni pole atd.), ale s riznymi mikrostavy. Mnozina probiha systémy ve vSech
mikrostavech, spliujicich urcité kritérium.

Volba tohoto kritéria pak urcuje, o jaky ensemble se jedné (mikrokanonicky, kanonicky ¢i makro-
kanonicky).

Statistickd fyzika pak dokaze v fadé ptipadi spocitat stfedni hodnoty pfes ensemble (L)eps.
Jaky je vztah mezi (L); a (L)ens?

Postulat (Ergodicka hypotéza):
Stredni hodnota fyzikalnich veli¢in systému v rovnovazném stavu pocitand pres ensemble se
rovna casové stfedni hodnoteé.

Existuji ti zakladni typy statistickych ensemblii - podle typu interakce systému s okolim:

1. Mikrokanonicky ensemble: popisuje izolovany systém s danou hodnotou energie. Ex-
perimentalné je takovyto systém prakticky nerealizovatelny, pro teoretické ivahy a vypo-
¢ty je vsak velmi uzitecny.

2. Kanonicky ensemble: popisuje systém, ktery si vyménuje energii s okolim, se kterym
je pritom v rovnovéaze (energie mtize proudit tam i zpét, v dlouhodobém primeéru je vSak
bilance energetické vymény nulova). Systém ma pfitom pevné dany, neménny pocet ¢astic.
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Okoli, se kterym si systém vymeénuje energii, se nazyva termostat, pripadné rezervodr. Pt.:

rtut v teploméru.

3. Velky kanonicky (grandkanonicky) ensemble: popisuje systém, ktery si s okolim
(rezervoarem) vymeénuje jak energii, tak i ¢astice. Systém je pfitom s rezervoarem opét v

rovnovaze. PT.: syta para; rezervoarem je kapalina pod ni.

5.1 Statisticka rozdéleni pro jednotlivé ensembly

Abychom mohli pocitat stfedni hodnoty makroskopickych veli¢in, potfebujeme znat rozdéleni
pravdépodobnosti pro jednotlivé mikrostavy v daném ensemblu. Piislusna rozdéleni maji na-

sledujici tvar:

5.1.1 Mikrokanonicky ensemble

Klasicky systém:

(5.3 an) ={ ¢ (709

Kvantovy systém:

(5.4) p= A |h)l, E<E,<E+dE

Tj. vSechny mikrostavy s energii v daném intervalu maji stejnou pravdépodobnost.

5.1.2 Kanonicky ensemble:

Klasicky systém:

1
(55) p(q“pl) — EG*BH(%HPZ')’
kde
(5.6) 7 = /B_BH(Qi7pi)indpi,

H(gi, p;) je hamiltonian daného systému a [ je konstanta.

Kvantovy systém:

]_ N
(57) pA = 26_5H7
kde
(5.8) 7 =Tre M,

H je hamiltonian daného kvantového systému.

V obou pfipadech exponencialné klesa pravdépodobnost mikrostavu s jeho rostouci energii.



42 KAPITOLA 5. ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY

5.2 Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, Liouville-
ova véta, Liouvilleova rovnice

Uvazujeme klasicky konzervativni systém, vychézime z rovnice kontinuity (zdkon zachovani)
a z Hamiltonovych pohybovych rovnic. Vyvoj stavu systému lze popsat jako ,pritok fazové
kapaliny“. Pro jednoduchost oznacme vSechny souradnice fazového prostoru stejnym symbolem
x; p(gi,pi) = p(x;). Jak se méni s Casem pravdépodobnost, ze systém se nachdzi v elementu
fazového prostoru vymezeném soutadnicemi z; a z; + dx;?

Pravdépodobnost, ze za ¢asovy element dt ,vtece* systém ,zleva® do elementu je p(x,t)z;S,
kde S je plocha stény objemového elementu; pravdépodobnost, Ze systém unikne z elementu

,pravou sténou je ~ (px'i + 8(ap;i)dxi> S. Celkova zména pravdépodobnosti pritomnosti sys-

tému v daném objemovém elementu je pak rozdilem téchto dvou hodnot, s tim, ze se sectou
prispévky od vsech soutadnic z;. Z toho plyne

(5.9) % - _ Z 8(6’)3).

Rozepsanim derivace soucinu s tim, ze se vratime k ptivodnimu oznaceni fazovych proménnych
¢;, p;, dostaneme

dp dp . Ip . dq;  Op;
5.10 - =— —Gi+ =—Dpi | — :
(5-10) ot XZ: (3qiq T an? pzi: 9 Op;
Nyni lze vyuzit Hamiltonovych rovnic,

_0H . 0H
- apz> pl_ aqﬁ?

(5.11) di

z nich plyne, Zze druhy ¢len na pravé strané rovnice (5.10) je nulovy. Zbyvajici ¢leny rovnice
maji za disledek, ze

o _

(5.12) — =

0.

Tato rovnice 1ika, Zze v konzervativnich systémech je fazova tekutina nestlacitelna. Tomuto
tvrzeni se fika Liouvilleova véta. Vyplyva z ni téz, ze pii evoluci konzervativniho systému se
zachovava objem fazové kapaliny (a¢ se mize ménit jeho tvar).

Zménu hustoty pravdépodobnosti daného stavu (tj. v daném bodé fazového prostoru) pak
popisuje rovnice

dp dp OH  0p OH
(5.13) ot Z (aqi op;  Op; aQi) ’

%
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coz se symbolicky vyjadiuje pomoci Poissonovych zavorek jako

9p _

(5.14) a5 =

[H, p].

Této rovnici se fikd Liouvilleova rovnice.

V konzervativnich systémech pak pro stacionarni stavy dp/0t = 0 plati, ze

(5.15) (i, pi) = p(H (g, pi))-

5.3 Problémy:

1. Pokud by vyvoj pocitacovych technologii postupoval soucasnym tempem, odhadnéte, za
kolik let by bylo mozno v pocitaci ulozit klasickou informaci o mikrostavu jednoho molu
latky.

2. Spinovy stav ¢astice se spinem 1/2 je popsan vektorem v dvourozmérném Hilbertové pro-

&1

storu, , kde ¢; a ¢y jsou komplexni ¢isla, spliiujici |c1|? + |c2|? = 1. Kolikarozmérny

Hilbertv prostor je zapotifebi k popisu spinového stavu 64 takovychto rozlisitelnych ¢as-
tic?
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Kapitola 6

Mikrokanonicky ensemble

Jde o soubor identickych izolovanych systémii, kazdy s pevné danou stejnou hodnotou energie
E. Vyvoj ve fazovém prostoru je omezen na nadplochu s konstantni energii, H(q;,p;) = E.
Podle kvaziergodické hypotézy se k libovolnému bodu této nadplochy dostane systém libovolné
blizko. Systém tak za dostatec¢né dlouhou dobu projde postupné celym objemem této nadplochy.
Pro systém v rovnovaze jsou vsechny body této nadplochy stejné pravdépodobné, tedy

(6.1 ) ={ ¢ (B )

A je konstanta, kterd mé vyznam pro normovani,

(6.2) /P(%,pi)dpid% = A/dpid%’ = 1.

Veli¢ina 1/A odpovida objemu nadplochy fazového prostoru, které je systému pfistupna.

6.1 Jak zavisi objem nadplochy H(g;,p;) = F na energii
systému?

Pro obecny systém s interagujicimi ¢asticemi je vypocet velmi obtizny; uvazujme pro jednodu-
chost idealni plyn /V neinteragujicich castic se stejnou hmotnosti, zaujimajici objem V. Energie
této soustavy je pak rovna souctu kinetickych energii vSech castic,

1
(6.3) Eior = 5~ (P21 + D2y + 0 + D+ +Piy) -

Objem hybnostniho prostoru odpovidajicimu energiim mensim nez F je objem 3/N-rozmérné
koule s polomérem py = v2mFE. Pro objem n-rozmérné koule s polomérem r plati
n/2

T
6.4 V.(r) = ———r".
(64) "= 5
Objem hybnostniho prostoru stavil s energii E je roven povrchu této koule. Ten lze ziskat ze
vztahu dV,,(r) = S,(r)dr, ¢ili

Tlﬂ'n/Q

r(z+1)

n—1

(6.5) Sn(r) =

45
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Ptislusny objem fazového prostoru je tedy

3N7T%
I (2 +1)

3N—-1

VN (@2mE) 7 .

(6.6) V=1/A=

Je vidét, ze pri vétsim poctu castic roste objem odpovidajici nadplochy velice prudce s energii
a s objemem systému.

Priklad: jak se zméni objem piistupné ¢asti fazového prostoru, jestlize o jedno promile
zvysime energii idealniho plynu s 10?3 ¢asticemi?

6.2 Nerozlisitelnost c¢astic:

V radé pripadii se systém sklada z nerozlisitelnych ¢astic; stav systému se pak nezméni, jestlize
zaménime soufadnice a hybnosti dvou (¢i vice) ¢astic. Nékteré ¢asti fazového prostoru pak jsou
navzajem ekvivalentni a ma smysl brat v ivahu pouze jednu z nich; odectenim nadbytec¢nych
permutaci se tak efektivni objem fazového prostoru snizi na hodnotu 1/N! ptuvodni velikosti.

6.3 Pocty mikrostavi

Casto byva vyhodnéjsi pracovat misto s objemem fazového prostoru s bezrozmérnymi velici-
nami. Pokud by jeden mikrostav zaujimal fazovy objem Vy, bude mit ¢islo 2 = V/V, vyznam
poc¢tu mikrostavii odpovidajicich danému makrostavu. Volba konkrétni hodnoty elementarniho
objemu )V, miize byt ¢asto libovolna, protoze nas vétsinou zajimaji jen relativni pocty stavi,
Q1 /. V klasické fyzice mize byt tento elementarni objem libovolné maly - specifikace stavu
ve velmi malém fazovém objemu by znamenala, ze uréime velice pfesné polohy a hybnosti
jednotlivych ¢astic. Kvantova mechanika vsak libovolné presnou specifikaci poloh a hybnosti
neumoznuje, je zde omezeni vyplyvajici z relaci neurcitosti. Element fazového prostoru pro
systém z N ¢astic pak m4 objem A3V, kde h = 27h = 6.626 x 10~34Js je Planckova konstanta.

6.4 Statisticka definice entropie

Uvazujme uzavieny systém, skladajici se ze dvou podsystému s parametry F;, V;, N;, kdet =1, 2
tak, ze

(67) E = E1 + E2 = konst. dE1 = —dEQ,
(6.8) V = Vi+ Va = konst. dVy = —dVs,
(6.9) N = N;+N,=konst.  dN; = —dNj,

tedy podsystémy si mohou vymeénovat energii i ¢astice, pripadné mohou ménit objem, ale cel-
kova energie, objem i pocet c¢astic zlistavaji konstantni. V rovnovazném stavu budou energie,
objem a pocet Castic v podsystémech fluktuovat kolem svych strednich hodnot; tento rovno-
vazny stav odpovida situaci s nejvétsim poctem mikrostavi. Jaky je tento pocet?
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Pro systém slozeny ze dvou podsystémii je pocet mikrostavii roven soucinu poctu mik-
rostavi jeho podsystémi,

(6.10) Q(E,V,N) = Qi(E1, Vi, N1)Qo(Ey, Vo, Na).

Pro makrostav s nejvétsim poctem mikrostavi plati 2 = Q.. a dQ = 0. Diferencovanim

rovnice (6.10) dostavame
(611) dQ == QQdQl + Qld927

coz lze prepsat jako

(6.12) dIn$) =dInQy + d1In Q.
Podminka rovnovahy pak ma tvar

(6.13) dlnQ =0, In Q = In Qyax.

Tyto vztahy lze srovnat s termodynamickymi vztahy pro systém v rovnovaze, ktery se sklada
ze dvou podsystému. Celkova entropie tohoto systému je dana souc¢tem entropii podsystémii,

614) S(E,VN) :Sl(El,‘/l,Nl)—FSQ(EQ,‘/Q,NQ)

(
(srovnej s rovnici (6.10))) a celkova entropie systému se neméni a nabyva své maximalni hodnoty,
(6.15) dS = dS, + dS,
(616) ds = 07 S = Smax

(srovnej s (6.13))). Je vidét, ze existuje kompletni analogie mezi entropii a logaritmem poé¢tu mi-
krostavii. Boltzmann navrhl, Ze termodynamicka entropie a tento logaritmus poc¢tu mikrostavi
si jsou (az na konstantu timérnosti) rovny,

(6.17) S =knQ.

Konstanta imérnosti se dnes nazyva Boltzmannova konstanta, k& = 1.38 x 107*J/K. (Tento
vztah se Casto zapisuje ve tvaru S = kIn W, kde W pochazi z némciny, Wahrscheinlichkeit =
pravdépodobnost.)

Pokud dokézeme spocitat pocet mikrostavii pfi danych hodnotach E,V, N, miizeme tak
spocitat entropii a z ni hodnoty riznych termodynamickych veli¢in:

1 a8
(6.18) - (8_E>V,N

p _ (95

1 oS
2 B (05
(6:20) T (azv)E,V

Bohuzel, presny vypocet Q(FE,V, N) je obvykle velice obtizny a da se provést jen pro nékteré
jednoduché systémy.
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Kapitola 7

Kanonicky ensemble

Jde o soubor identickych systémt, které si vymeénuji energii s rezervoarem, ale celkovy pocet
¢astic ztistava konstantni. Uvazujme nésledujici model: soustava se sklada z L stejnych systémii,
které si mohou spolu vyménovat energii; celd soustava je pfitom izolované (je tedy prvkem
mikrokanonického ensemble). Energie této celé soustavy je E. Jaka je pravdépodobnost, Ze
dany, nahodné zvoleny systém z této soustavy je v mikrostavu [ s energii F;?

Uvazujme nejprve pro jednoduchost 4 stejné (rozlisitelné) systémy, z nichz kazdy mize
nabyvat hodnot energie 0, €, 2¢, 3¢, ..., pricemz celkova energie vsech systémt dohromady
je 4e. Na obr. jsou znazornéné mozné konfigurace, které této podmince vyhovuji. Kazda
prihradka tu odpovida jednomu fyzikalnimu stavu, kazda kulicka odpovida fyzikalnimu systému.
Konkrétné si tu mizeme predstavit, ze systémy jsou kvantové harmonické oscilatory. Na obrazku
jsou téz uvedeny pocty mikrostavi W, které vzniknou zameénou jednotlivych systémii. Je vidét,
ze vice mikrostavi nalezi pripadim, kdy jsou systémy co nejsiteji ,rozprostieny” po stavovém
prostoru, kdezto méné mikrostavi odpovida pripadu, kdy se mnoho systémt shromazdi ve
stejném stavu.

Podobna situace je zachycena i na obr. [7.2] kde uvazujeme 8 systému sdilejicich celkovou
energii 8¢ (tedy stejné jako v predchozim pfipadé primérné energie jednoho systému je €).

Jaky je celkovy pocet realizaci v obecném pripadé? Je-li ny systémi ve stavu 1, ng systémi
ve stavu 2 atd., pak pocet realizaci W tohoto rozdéleni je
L!
(7.1) W = :

nilnglng! ... nyl, ...

kde L = ", ny je celkovy pocet viech systémil. Citatel zlomku udava pocet permutaci (poradi) L
systémt, jmenovatel zlomku tika, Ze mezi témito permutacemi k novému mikrostavu nepovedou
zameény systémi ve stejném stavu.

Jak bude vypadat rozlozeni systémi mezi jednotlivé stavy, které bude mit nejvice reali-
zaci? Je zfejmé, Ze pocet realizaci W bude nejvétsi tehdy, kdyz ¢isla n; ve jmenovateli budou
co nejmensi, idealné pokud by se v kazdém stavu nachazel nanejvys jeden ze systémii. To vsak
obecné nebude mozné splnit, pokud trvame na zachovani energie v celé soustave, tedy na tom,
ze musi byt splnéna podminka ), mE; = E, kde E je konstanta.

Naleznéme nyni rozdéleni

(7.2) N1, N2, M3y e ooy Ny e ey
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E=3¢ E=4 ¢ E=5¢ E=3¢ E=4¢ E=5¢
E=0 E=¢ E=2¢ E=0 E=¢ E=2¢
@
W: ] W= ]2
E=3¢ E=4¢ E=5¢ E=3¢ E=4¢ E=5¢
@ @
E=0 E=¢€ E=2¢ E=0 E=¢ E=2¢
®
@® © @5
Ww=12 =4
E=3¢ E=4¢ E=5¢
E=0 E=¢ E=2¢
@ ® ©® @
W=6

Obrazek 7.1: Mozné realizace soustavy slozené ze ¢tyt systémi s celkovou energii 4¢ s uvedenim
poctu mikrostavi.

které bude mit pro L — oo nejvétsi pocet realizaci pri pozadovaném splnéni podminek

(7.3) o o= L,

Hledame tedy lokalni maximum funkce W. Pfi malé zméné rozdéleni n; o dn; tedy musi platit
(7.5) oW =0,

spolu s podminkami
(7.6) S o = 0

Pozadavek ([7.5|) 1ze preformulovat na pozadavek maxima logaritmu W, tedy
(7.8) OlnW =0,
L!
(7.9) 5ln—:—26lnnl!:0.
1

ni!oooomgl
S vyuzitim Stirlingova vztahu, platného pro velka ¢isla n > 1,

(7.10) Inn!~nlnn —n
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Obrazek 7.2: Néekolik moznych realizaci soustavy slozené z osmi systémi s celkovou energii 8¢ s
uvedenim poc¢tu mikrostavi. Dokazali byste najit dalsi? Je pfipad s nejvétsim moznym poctem
konfiguraci na tomto obrazku, nebo vypada jinak?

dostavame

(7.11) Zlnnlém =0.
I

Se¢teme-li tuto rovnici s rovnicemi (7.6) a (7.7)), vynésobenymi Lagrangeovymi multiplikdtory
« a 3, ziskame

(7.12) > (I + o+ BE)dn = 0.

!
Hlavni myslenka metody Lagrangeovych multiplikatort spociva v tom, ze ac¢ tato rovnice plati
pro libovolné koeficienty a a 8 pti takovych variacich dnq, ono,...dny, ..., které vyhovi vazeb-
nym podminkam, lze najit konkrétni hodnoty « a 3, pfi nichz ([7.12)) plati pro jakékoli variace
oni,dng, ...on;, ... To vSak mize nastat pouze tehdy, kdyz vyraz v zavorce v rovnici ([7.12)) je
identicky roven nule, z ¢ehoz plyne pro rozdéleni s nejvétsim poctem realizaci
(7.13) n; = e “e PP

Hodnoty konstant o a 8 pak vyplyvaji z podminek pro pocet systémii v soustavé a pro celkovou
energii soustavy, tedy

(7.14) e_aZe_ﬁEl = L,

l
(7.15) ey Ee P = E.
l

Relativni pocet systému ve stavu [ je pak pravdépodobnosti nalezeni nékterého systému v tomto
stavu,

1
7.16 P == = —-BE,
( ) L Ze

Y
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kde
(7.17) Z = Z e B,
1

Veli¢ina Z z posledni rovnice se nazyva statisticka suma, nebo téz parti¢ni funkce
kanonického ensemble. Jeji znalost jako funkce parametru § dalsich parametr systému (jako
napf. V, atd.) ndm umoziuje vypocitat fadu dilezitych vlastnosti daného systému. V pfistich
kapitolach si ukazeme, jak v nékterych jednoduchych ptipadech parti¢ni funkci vypocitat a jak
z ni ziskat informaci o termodynamickych veli¢inach systému.

7.1 Boltzmannovo - Gibbsovo rozdéleni - ilustrac¢ni pri-
klad

7.1.1 Ekonomicky model

Pro ilustraci odvozeni rozdéleni energii v kanonickém ensemblu uvazujme nasledujici priklad.
Necht f systému sdili omezené mnozstvi N jednotek néjaké veli¢iny, kterou si mohou vzajemné
vymeénovat. Ve statistické fyzice se typicky zkoumé vymeéna energie, jejiz celkové mmnozstvi
se zachovava. Princip odvozeni je vSak univerzalni, mizeme tfeba uvazovat situaci, kdy f
zivnostnikd ma celkem N dukati, kterymi si vzajemné plati za sluzby ci za vyrobky. Systém
je uzavieny a celkové mnozstvi penéz se neméni; kazdy zivnostnik mize kdykoliv ziskat dukat
od jiného zivnostnika a stejné tak muze kdykoliv dukat utratit—pokud tedy néjaky zrovna ma.
Dluhy nase hypoteticka ekonomika nepiipousti. Jaka bude pravdépodobnost toho, ze v ndhodny
okamzik bude mit dany zivnostnik pravé n dukatia? Jak tato pravdépodobnost bude vypadat
v limité velkého poctu dukattl i zivnostnikid s tim, Ze pocet dukatd na jednoho zivnostnika
n = N/f je konstantni?

A¢ se da tloha fesit mnoha pristupy, pro nas pristup bude vhodné vypocitat nejprve,
kolika rtznymi zptisoby lze mezi f Zivnostnikt rozdélit N dukatt. Oznacme toto ¢islo C'(f, N).
Mizeme se snadno presvédcit, ze tento pocet se rovna

(N + f—1)!

(7.18) C(f, N) = NI

Pro¢? Pfedstavme si penéZenky zivnostniki jako jakési krabicky, do nichz umistujeme dukaty.
Krabicky spolu sousedi celkem f — 1 pfepazkami (viz obr. . Rozdéleni dukatt mezi zivnost-
niky se realizuje jako vlozeni f — 1 pfepazek do fadky N minci. N minci a f — 1 pfepazek lze
sefadit celkem (N + f — 1)! zptsoby; mezi nimi v8ak N! permutaci dukati a (f —1)! permutaci
prepazek nevede k novému rozdéleni. Celkovy pocet rtiznych rozdéleni je tedy .

Dukaty Prepéazky

y V
=] [sole] | [srferYariar] [a»]

Obréazek 7.3: Jedno z moznych rozdéleni osmi dukati mezi pét zivnostniki.
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Vyzkousejte si to na jednoduchych ptipadech—kolika zptsoby lze rozdélit ¢tyri dukaty
mezi dva obchodniky? A kolika zpusoby t¥i dukaty mezi t¥i obchodniky?

Nyni lze snadno zjistit, jaka bude pravdépodobnost P, toho, ze dany zivnostnik bude
mit u sebe pravé n dukatid. V takovém piipadé se totiz f — 1 zbyvajicich Zivnostnik musi
podélit o N — n zbyvajicich dukati, ¢ehoz lze dosdéhnout C(f — 1, N — n) rtiznymi zpusoby.
Pravdépodobnost je tedy

C(f—=1,N—n) (N—n+f—=2)INI(f-1)
CULN)  (N=n)l(f =2){(N + [ —1)!
B N(N—=1)...(N=n+1)
(7.19) B U_1%N+f—1xN+f—m”(N+f—n—1y

P, =

Tento vysledek se zjednodusi, pokud uvazujeme velky pocet zivnostnikii i velké mnozstvi penéz,
N > 1, f > 1 tak, ze mnozstvi penéz “na hlavu” n = N/ f je konstantni. V tom piipadé f—1 ~
faN~N-1=x...N—-n+lxnfapodobné N+f—1~ N+f-2~...N+f—n—1=~ f(n+1).
Pro pravdépodobnost P, pak dostavame

7.20 P, =~ = .

(720 MG+ 0P = e e

To je exponencidlni rozdéleni; vyraz (7.20]) 1ze totiz zapsat i v ekvivalentnich tvarech

1 1
= — n:_ _ﬁn
(7.21) P, 74 7€
kde
1

(7.22) 1=17T p=—Ing
a
(7.23) Z=Y¢=t —ai1

. _nzoq _1—q_ .

7.1.2 Numericka simulace

Tyto vysledky je mozné otestovat i jednoduchou pocitacovou simulaci—viz obr. [7.4l V nasem
modelu se béhem kazdé iterace vybere nahodny ,platce” a ndhodny ,ptijemce. Pokud ma
platce alespon jeden dukat, uskutecni se transakce: pocet dukatti platce se o jeden snizi a
piijemci jeden dukat pfibude. Pokud transakci nelze uskutecnit, provadi se nové losovani platce
i ptijemce. Kdyz po velkém poctu iteraci spocitame, kolikrat se stalo, ze dany zivnostnik mél u
sebe pravé n dukati, dostaneme relativni ¢etnosti znazornéné na obr. [7.4h. Pro srovnani jsou
zde uvedeny i relativni Cetnosti odpovidajici exponencidlnimu rozdéleni se stejnym stiednim
poctem dukati na jednoho zivnostnika, n = N/f = 3. Pro¢ se tyto hodnoty lisi? Jednak
jsme uskutecnili pouze konecny pocet iteraci—pii dalsich provedeni experimentu dostaneme
ponékud jiné histogramy relativnich ¢etnosti, které budou urcitym zptisobem fluktuovat kolem
exponencialniho rozdéleni. Druh4 odliSnost vyplyva z toho, ze dukati i zivnostniki je kone¢ny
pocet (exponencialni rozdéleni je limitnim ptipadem pro N, f — 00). V nasem piipadé to tfeba
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znamena, ze n nemuze byt vétsi nez 15, zatimco exponencialni rozdéleni dava nenulové hodnoty
P, i pro libovolné velka n. Jak vypadal pribéh velikosti majetku jednoho Zivnostnika v case
(béhem prvnich péti tisic iteraci) ukazuje obr. . Je vidét, ze vétsinu casu travil jako neprilis
zdmozny a veétsi mnozstvi penéz mu pattilo ziidkakdy. I kdyz jsme v nasem prikladu pouzivali
penize a zivnostniky, stejnou tivahu lze provést i pro energii a soubor kvantovych harmonickych
oscilatorti, které si mohou kvanta energie vyménovat. Je vidét, jak se pri ristu poctu stupnu
volnosti rozdéleni energie blizi Bolzmannovu-Gibbsovu rozdéleni.

; T T T 12 : . : ;
025, (@) ] n | (b) =5
p /=3 1or N=15
n0.2 N=]5 g 8
| N. = 50000
1ter
0.15 ) ] 6l
0.1 ] 4
0.05 ] 2
0 ‘ ‘
oNEREE] 0 1000 2000 _ 3000 4000 5000
0 5 L, 10 15 e

Obréazek 7.4: Pocitacova simulace ¢asového vyvoje rozlozeni N = 15 dukat mezi f = 5 Ziv-
nostniky. (a) relativni ¢etnosti ptipad, kdy dany zivnostnik mél n dukati—vysledky ziskané
stfedovanim pies Nie = 5 x 10* iteraci. Uzké sloupce slouzi pro srovnani s exponencidlnim
rozdélenim se stejnou stfedni hodnotou 7 = 3. (b) ukézka konkrétniho ¢asového vyvoje poctu
dukétfi u jednoho Zivnostnika béhem prvnich 5 x 10? iteraci.

7.1.3 Realna ekonomika a Paretovo rozdéleni

Nas model popisoval majetek ve velice zjednoduseném ekonomickém systému. Jak vypada
rozdéleni majetku ve skutecné spolec¢nosti? Empiricky se ukazuje, ze nejblize pravdé muze
byt tzv. Paretovo rozdéleni (Vilfredo Pareto, 1848-1923, italsky ekonom) P(z) = a/z*"! pro
x > 1,a > 0, tedy mocninné rozdéleni (x je v nasem p¥ipadé spojitd proménna, pro diskrétni
proménnou se uvadi téz nazev Zipfovo rozdéleni). To s rostoucim x klesa k nule mnohem poma-
leji nez exponencialni—<ili predpovida vétsi zastoupeni bohatych nez exponencialni rozdéleni.
Konkrétné pro a =~ 0,17 z néj plyne tzv. 80/20 pravidlo: 80% celkového majetku patii 20%
nejbohatsim prislusnikim spolecnosti. Nas ekonomicky model byl ptece jen prilis zjednoduseny.

7.1.4 Penize versus rozinky

Lze tivahu s energii ¢i s penézi pouzit i na jiné veli¢iny ¢i objekty? Uvazujme tieba tésto s
rozinkami, ze kterého se upecou vanocky. Vime, ze kdyz vanocku nakrajime, vyjdou na jeden
krajicek v primeéru tfi rozinky. Jak bude vypadat pravdépodobnost P, toho, ze v nadhodné
vybraném krajicku bude n rozinek? Ocekavali byste exponencialni rozdéleni jako pro
kvanta energie ¢i dukaty? Ziejmé ne—castéji narazime na krajic se tfemi rozinkami nez s
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zaddnou a skutecnost nejlépe popisuje Poissonovo rozdéleni (viz obr. [7.5)

(7.24) P=e

n
n!’

Pro¢? Cim podstatnym se energie nebo penize odlisuji od rozinek?

12 ‘ ‘ ‘ ‘
0.25¢ (a) 1 n | (b) =5
P Al =5 1 N=15
"oz N=15 ] ol
R N. = 50000
iter
0150 | : 6

0.1 4
o.osm " ] 2 1
0 | - : % 1000 2000 ,, 3000 4000 5000
0 5 n 10

15 niter

Obrazek 7.5: Pocitacova simulace ¢asového vyvoje rozlozeni N = 15 rozinek mezi f = 5 kra-
jickt vanocky. Béhem kazdé iterace byla ndhodné zvolena rozinka, kteréa preskocila do nahodné
zvoleného krajicku. (a) relativni ¢etnosti po¢tu n rozinek v krajici ziskané stfedovanim pies
Niter = 5 x 10% iteraci. Uzké sloupce slouzi pro srovnani s poissonovskym rozdélenim se stejnou
stfedni hodnotou 7 = 3. (b) ukdzka konkrétniho ¢asového vyvoje poctu rozinek v jednom krajici
béhem prvnich 5 x 10® iteraci.

Odpovéd na otazku, ¢im podstatnym se v nasich modelech 1isi kvanta energie (a pripadné
penize) od rozinek je, Ze kvanta energie jsou v principu nerozlisitelna, kdezto rozinky si mtizeme
ocislovat. Rozlisitelnost ¢i nerozlisitelnost ¢astic hraje ve statistické fyzice podstatnou roli, proto
je uzitecné témto pojmim co nejlépe porozumeét na jednoduchych prikladech.

Pokud se v daném krajicku nachazi n rozinek z celkového poctu N, da se tato situace
realizovat celkem (]7\1[ ) zpusoby, zatimco s nerozliSitelnymi kvanty energie jde pouze o jedinou
realizaci s n kvanty. Jinak feceno, situaci s n rozinkami odpovida vétsi pocet mikrostavii nez
situaci s n kvanty energie. Pokud je nas systém ergodicky, pobude béhem ¢asového vyvoje v kaz-
dém mikrostavu zhruba stejné dlouho. Jestlize nékteré situaci odpovida vétsi pocet mikrostavi
nez jiné, bude se v ni systém nachazet odpovidajicim zptsobem castéji.

Jak je to ale s penézi? Copak nejsou mince také odlisitelné? Pro¢ bychom méli oc¢ekavat,
Ze se penize budou chovat spise jako energie nez jako rozinky? Kdybychom vzali hrst minci a
rozmichali je v tésté misto rozinek, nemély by nakonec stejné rozdéleni jako rozinky? V pripadé
penéz pijde zfejmé o to, jakym zptsobem bude vyména probihat. Pouze pro urcité typy smény
budeme opravnéni modelovat penize energii. Abychom mohli ocakavat energii podobné chovéani,
méli bychom dokézat, ze pii nasi sméné bude rozdéleni penéz {1(4|0|3|7} stejné pravdépodobné
jako tfeba {3]4|3|2|3} (u rozlisitelnych pfedmétt nastane pripad {3|4]3|2|3} 70 krat ¢astéji nez
{1]4|0|3|7}), a ze tedy tvoii ty pravé ,mikrostavy“. To v nasem modelu vyplyva ze skutecnosti,
ze pravdépodobnost pfechodu z jednoho rozdéleni do druhého jsou stejna jako pravdépodobnost
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prechodu opa¢nym smérem. V nasem piipadé plati

P({ni,ng,....nk,...ng,...onpt = {ng,ng, oo g — 1, oo+ 1,0 ng})
(7.25) =P ({ni,ne,....,ni —1,...ny+1,...np} = {ny,ne, ..., 0k, ...0y,...0¢}).

Symbol P ({...,ng,...ng,...} = {...,np—1,...m + 1, }) tu znamena podminénou pravdépo-
dobnost toho, zZe systém piejde béhem dalsiho kroku do konfigurace {...,ny —1,...n; + 1, }
za podminky, Ze se pravé nachazi v konfiguraci {...,ng,...n;, }. Rovnost je obsaZena v
nasem zpusobu losovani: kterykoliv zivnostnik se miize se stejnou pravdépodobnosti stat pri-
jemcem a kterykoliv s nenulovym majetkem se se stejnou pravdépodobnosti muze stat platcem.
Skutecnou pravdépodobnost toho, ze dojde k prechodu od jedné konfigurace ke druhé ziskame
vynasobenim podminéné pravdépodobnosti pfechodu pravdépodobnosti vychozi konfigurace,
tedy ve tvaru

(7.26) P ({..., ny,. = ALY X P (L))

V ustaleném stavu se pravdépodobnosti jednotlivych konfiguraci nebudou v ¢ase ménit—a
miizeme ocekavat, ze pravdépodobnost prechodu od jedné konfigurace ke druhé bude stejna
jako pravdépodobnost opa¢ného pfechodu,

P{...,ng,. = A. L) X P gy )
(7&’@({,7’%—1,711%—1,}—){, k,...nl,})xP({..., k—l,...nH—l,...})

(této podmince se v teorii stochastickych procesi fikd podminka detailni rovnovahy). Protoze
plati rovnost podminénych pravdépodobnosti ((7.25)), dostavame rovnost pravdépodobnosti kon-
figuraci

Pro rozlisitelné castice dostaneme jiny vysledek: podminéné pravdépodobnosti prechodu
se od sebe budou odlisovat:

Proz ({1, - J=A. .+ 1.0}
(7.29) :%sz({...,nk—1,...nl—|—1,...}—>{...,nk,...nl,...}).

Pro¢? V nasem ,rozinkovém“ modelu méa kazda rozinka stejnou pravdépodobnost, ze bude
vylosovana a zméni polohu. Pravdépodobnost toho, Ze odejde jedna rozinka z krajicku s ny
rozinkami je tedy imérné ny. Vyuzijeme-li opét podminky detailni rovnovahy , ziskavame
v ustalené situaci vztah mezi pravdépodobnostmi jednotlivych konfiguraci

(730) (nl—i-l)PmZ({...,nk,...nl,...}):nkPmZ({...,nk—1,...nl+1,...}).

Jak se snadno presvédcéime, tuto rovnost splinuje multinomické rozd€éléni, pro néjz

1
nilng! . oongl ool oong!

(7.31) Pz ({--ynky..onyy ... })

Celou véc lze ilustrovat na nejjednodussim mozném piikladé, kdy dva objekty (mince,
kvanta energie, rozinky) sdili dva tcastnici, tedy N = 2, f = 2, viz obr. [7.6] Pokud jsou sdilené
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p(a-a)  p(b-b)  Pp(c=c)

flatiail
W M
210 11

012
~~_ ~__F
p(b—a) p(b=c)

a b c

Obrazek 7.6: Dva objekty sdilené dvéma ucastniky A a B. Jednotlivé konfigurace {2[0}, {1|1}
a {0|2} jsou oznaceny jako a, b a c.

objekty nerozlisitelné, je podminéna pravdépodobnost prechodu z konfigurace a do konfigurace
b, P(a — b) = 1/2 stejna jako z b do a, P(b — a) = 1/2: to, Ze zivnostnik A se dvéma dukaty
bude vylosovan jako platce a d4 dukat nemajetnému zivnostnikovi B je stejné pravdépodobné,
jako to, ze zivnostnik B s jednim dukatem bude vylosovan aby zaplatil zivnostniku A. Jina je
situace, pokud se losuje mezi rozligitelnymi predméty. V tom ptipadé bude P(a — b) = 1/2, ale
P(b — a) = 1/4: aby konfigurace a pfesla na konfiguraci b, mize byt vylosovana kterakoliv ze

dvou rozinek, ale na ptechod z b do a musi byt vylosovana pouze rozinka vlastnéna tucastnikem
B.
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Kapitola 8

Velky kanonicky (grandkanonicky)
ensemble

Jde o soubor systémii, které si vyménuji s rezervoarem energii i nerozlisitelné ¢astice. Ensemble
popiseme pravdépodobnosti P,y toho, Ze je dany systém ve stavu [ s energii F; a nachazi se v
ném N castic. Pro ziskani intuitivni predstavy, jak se tato pravdépodobnost ziské, se mizeme
podivat na obr. 8.1} Ten pfedstavuje Ctyfi systémy, které si mohou vyménovat tii ¢astice a
jejich celkova energie je 2e.

E=0 E=¢ E=2¢ E=0 E=¢ E=2¢ E=0 E=¢ E=2¢
N=2 N=2 @ N=2
N=1 N=1 © N=1 ® © @
©
N=0| @ o N=0|| ® N=0 @
W=4 W=12 w=12

Obrazek 8.1: Nékolik moznych realizaci soustavy slozené ze ¢tyt systémi s celkovou energii 2¢
a s celkovym poctem N = 3 éastic.

P1i odvozovani budeme postupovat stejné jako v pripadé kanonického ensemblu s tim, ze
celkovy pocet realizaci s n; y systémy ve stavu [ a [NV Casticemi je

L!

8.1 W=co———.
(8.1) Hl,N my,N!

Opét predpokladame, ze celkovy pocet systémi je obrovsky, L — oo, a hleddme lokalni maxi-
mum In W, pficemz museji byt splnény podminky konstantniho poctu systémt L, konstantni

29
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celkové energie F a konstantniho celkového poc¢tu éastic NV, tedy

(8.2) > my = L

LN

(8.3) > mnE = E,
LN

(84) an,NN = N
LN

Podminka lokélniho maxima In W pfi splnéni podminek (8.2))—(8.4) vede k rovnicim

(8.5) ZlnnLNcSnLN = 0,
LN
(5.6) S omy = 0.
LN
(8.7) ZEz5nz,N = 0,
LN
(88) ZN&RLN = O
LN

Vazany extrém funkce In W tak muzeme ziskat, pokud druhou, tfeti a ¢tvrtou rovnici vynaso-
bime Lagrangeovymi multiplikatory «, S a v a vSechny ¢tyfi rovnice secteme. Dostaneme tim
vztah

(8.9) Z(ln N +a+ BE +yN)ony = 0.
I,N

Opét vyuzijeme zakladni myslenku Lagrangeovych multiplikatortd, podle které musi existovat
takova volba koeficientt «, 5 a v tak, Ze rovnice plati bez ohledu na volbu variaci dn; .
Tim padem musi byt vyraz v zavorce roven nule a dostavame

(8.10) Innyy = —a—[BE —9N,
(8.11) my = exp(—a—pE, —7N).

Konkrétni hodnoty koeficientt «, § a ~ ziskdme z vazebnich podminek. Podobné jako u kano-
nického ensemblu souvisi koeficient a s celkovym poctem systémii,

(8.12) L= Z n N = exp(—a) Z exp(—(BE;, — yN),
I,N 1IN
takze
N
8.13 exp(—a) = .
( ) (o) ZZ,N exp(—BE; —YN)
Namisto koeficientu 7 se vétSinou pracuje se symbolem p = —v//f, takze pocet systémt n; n

ve stavu [ a s N ¢asticemi bude

L
(8.14) Ny = Eefﬂ(Ele)’ .
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kde

(8.15) Z(B,p) = e ),

ILN

je takzvana grandkanonicka statisticka suma, nebo téz grandkanonicka parti¢éni funkce.
Veli¢ina p mé rozmér energie a nazyva se chemicky potencial.

Zasadni vyznam mé pro nas pravdépodobnost toho, ze libovolné vybrany systém z grand-
kanonického ensemblu najdeme ve stavu [l a s N c¢asticemi, kterou ziskame jako relativni ¢etnost
téchto systémi, tedy P, x = n; /L. Dostavame tak

(8.16) Py = —e PE-uN)

coz je grandganonické rozdéleni. Z jeho znalosti pro konkrétni fyzikalni systémy bychom
byli schopni vypoc¢itat stfedni hodnoty relevantnich fyzikalnich veli¢in. Casto nam vsak pro ta-
kovyto vypocet bude stacit znalost grandkanonické parti¢ni funkce jako funkce (3, i a externich
parametri, popisujicich fyzikdlni systém (napf. objem V', intenzita vnéjsiho elektrického pole,
atd.).

Zcela analogicky miizeme postupovat, pokud si systémy vymeénuji ¢astice nékolika druhi.
V tom pripadé ziskame pravdépodobnost toho, zZe soustava se bude nachazet ve stavu [ s Ny
¢asticemi prvniho druhu, N, ¢asticemi druhého druhu, atd., jako

kde odpovidajici grandkanonicka parti¢ni funkce

(818) Z(B7 41, [112> = Z e—B(Ez—/L1N1—u2N2—...)
1,N1,Na,...
je funkci 8 a nékolika riznych chemickych potencidld pi, po, . ... Grandkanonické rozdéleni a

parti¢ni funkce jsou zvlast uzitecné pro stanoveni vlastnosti fermionového ¢ bosonového kon-
denzatu - tedy napi. pro popis elektronového plynu ve vodic¢i nebo pro popis Boseho Einsteinova
kondenzatu atomarniho plynu. Témito vlastnostmi se budeme zabyvat v pristich kapitolach.
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Kapitola 9

Vlastnosti statistické sumy
kanonického ensemblu

Pravdépodobnost, zZe se systém nachazi ve stavu s energii E,, je

1
(91) Pn = ge_ﬁEna

kde
(9.2) Z =Y el

je statistickd suma daného systému (nékdy téz nazyvana ,partcni funkce“). Z je funkei vnéjsich
parametr daného systému (napt. V) a parametru [, ktery pti odvozovani rovnice (9.1)) mél
vyznam Lagrangeova multiplikdtoru s rozmérem reciproké energie.

V rovnicich a se uvazuje pravdépodobnost stavu a sc¢ita se pres stavy. Dosti
casto vsak byva, ze u daného systému ma vétsi mnozstvi stavli stejnou hodnotu energie -
tato energeticka hladina je degenerovand. Pak byva mozné uvazovat pravdépodobnost toho, ze
systém ma urcitou hodnotu energie a sc¢itat pres energetické hladiny. Jestlize Ej je energie kté
hladiny, ktera je stejna pro g ortogonalnich stavii, pak pravdépodobnost toho, Ze systém ma
takovouto hodnotu energie je

1 BE

(9.3) e = Zgke,

kde statisticka suma je

(9.4) Z = ngefﬁE’c.
k

Cislo g, se nazyva degeneracni faktor.

Zatim jsme uvazovali kvantovy systém s diskrétnimi energetickymi hladinami, analogicky
vsak muzeme ziskat i pravdépodobnosti mikrostavt klasického systému; pravdépodobnost, ze
systém s f stupni volnosti ma dynamické parametry v rozmezi (1, Zo, ..., 2, p1,P2,.-.,Pf) aZ
(x1 + dxy, 29 + dxg, ..., x5 +dxs,p1 +dpr,p2 +dpa, ..., pr +dpy) je

1 — xr1,T
(9.5) P(z1,22,...,2f,p1,P2 ..., pp)dx1dTs . . .dpr = 7€ BH(@1,220-28) ey dipy . . dpy,

63
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kde statistickd ,,suma‘“ je
(9.6) 7 = / / / e PH@LE2P) dyr day .. dpy.
Tr1 Jx2 JPf

9.1 Statisticka suma pro systém slozeny z neinteraguji-
cich podsystému

Celkova energie je sou¢tem energii podsystému (neni zde energie interakce):
(97) En1777«2 = En, + By,
a tedy

Z — Z 6718(En1+En2) — Z efﬁEnl efﬁEnZ

ni,nz ni,n2

(9.8) D ey e e = 707,
ni n9

Pro N stejnych rozlisitelngch neinteragujicich systému (napt. N molekul idealniho plynu) plati,
ze celkova statistickd suma Zy je

(9.9) In =2V

9.2 Vztah mezi statistickou sumou a termodynamickymi
velicinami

U systému v tepelné rovnovaze s okolim fluktuuje jeho celkova energie (tedy vnitini energie)
kolem své stfedni hodnoty. Tu mtzeme vypocitat ze znalosti pravdépodobnostniho rozdéleni:

1 \— Qe PEn 10Z 9
(9.10) =——) ——=——FZ=—"7Z

A ~ ap Z op op
To znamena, ze ze znalosti statistické sumy jako funkce parametru § miZzeme pomérné snadno
vypocitat stfedni hodnotu energie tohoto systému anizZ bychom museli provdadet dalsi sumaci.

Podrobme nyni zkoumany systém zméné: pozménme mirné pravdépodobnosti p, i hodnoty
externich parametrii (pro konkrétnost objem V') a zjistéme, jak se zméni stfedni hodnota energie
systému E =Y p,E,:

(9.11) dE =) pudE, + > E.dp,.

Zména hodnot energii jednotlivych stavii zavisi na zméné vnéjsich parametri jako

_0E,

(9.12) dE, = =

av.
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Pro upravu prvniho ¢lenu na pravé strané rovnice (9.11)) za¢néme s vyjadrenim diferencialu
vyrazu ), pplnpy:

(9'13) dzpn Inp, = Z In p,dp, + Z dpp.

Protoze celkovy soucet pravdépodobnosti je konstantni, musi byt suma jejich zmén rovna nule,
>, dpn, = 0; pro logaritmus pravdépodobnosti pak plati Inp, = —InZ — SE,,, takze

(9.14) dY palnp, = —InZY dp,— B Endp,
(9.15) = =B Eudp,.

Posledni vztah 1ze uplatnit v rovnici (9.11)); je jesté vhodné vyraz rozsifit konstantou k,

(9.16) dE = ——d (k an lnpn> + an

Tento vztah 1ze porovnat s kombinovanym zakonem termodynamiky
(9.17) dE =TdS — pdV.

Toto srovnani napovida, ze § je nepfimo umérné teploté, Y p,Inp, je tmérné entropii a
> PnOE,/OV odpovida zaporné vzatému tlaku (tedy tendenci reagovat na zmenseni objemu
zvétSenim energie). Podle volby konstanty k tak dostavame

1
(9.18) T = i
(9.19) S = —k> palnp,,
OF,

Ve vztahu pro entropii mizeme vyjadrit prislusné pravdépodobnosti a najit odpovidajici sumy,
takze entropie souvisi jednoduse se statistickou sumou

(9.21) S =k(lnZ + BE).

Podobné jako stiedni hodnotu energie miizeme najit i jeji derivaci podle teploty, tedy tepelnou
kapacitu Cy:

_ (92BN _oEds
(9.22) Cv = (a_T) ~ 9B dT

B 28[‘7_ ,0*InZ
(9.23) = kg =k

Zv14sté jednoduchy vztah lze nalézt pro volnou energii F = FE — T'S; z rovnic (9.10)), (9.18)) a
(9.19) vyplyva, ze

(9.24) F= —% InZ.
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Protoze ze znalosti volné energie jako funkce teploty a objemu lze vypocitat tlak pomoci vztahu

OF
9.25 =— (==
(9.29) == (50).
miizeme ziskat stavovou rovnici pro tlak ze statistické sumy jako
1 /0lnZ
9.26 —— ‘
(9.26) » ﬁ(av)ﬂ

9.3 Vypocet statistické sumy a termodynamickych veli-
¢in v nékterych jednoduchych pripadech

9.3.1 Kvantova cCastice v nekonec¢né hluboké trirozmérné potencia-
lové jamé o objemu V

V podstaté se jedna o model idealniho plynu. Pro energii takovéto castice plati

wh? (n2  n2  n?
(927) Enm,nym,z = ( + Y + C_2) s

om \a® b
kde a, b a ¢ jsou rozméry potencidlové jamy, abc = V. Statistickd suma je pak

© X X 242 2 2 2
7= Xy e[ (s

ng=1ny=1ny=1

(9.28) - (f: exp (—57;2222—56)) (o) o)

ny=1

Pro dostatedné vysoké teploty (kT >> w2h%/(2mV?/3), coz napi. pro vodik v objemu 1 mm?

znamena T > 1 pK, tedy pro jakékoliv realistické teploty) lze s dostate¢nou pfesnosti nahradit
sumaci integralem, tedy

> W2h2 ni o0 _B7r2h2n2
exp | —f — ] = e 2maZ dn
2
2m a 0

1 /2mm «a
9.29 = —/——.
( ) 2 B wh

Podobnym zptiisobem lze vyjadrit i statistické sumy pres zbyvajici prostorové proménné; celkova
tfirozmérné statistickd suma pro jednu castici pak je

1 2rm\ */* 1 /2am\*?
. = (7)) Vow ()

Z tohoto vyrazu pak ziskdme statistickou sumu pro N neinteragujicich ¢astic (idedlni plyn)
umocnénim na N.
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Stfedni hodnotu energie tohoto plynu pak vyjadiime pomoci rovnice (9.10); k tomu lze psat
InZ = —%Nlnﬁ + In const, takze

_ 0 3 1 3

coz je znamy vysledek kinetické teorie plynti. Vzhledem k objemu se logaritmus statistické sumy
chova jako In Z = N InV + const, takZe stavova rovnice (9.26) je

1 (0lnZ 1IN
932 v =5 ), 5w
NET

coz také odpovida dobfe znamému vysledku kinetické teorie.

9.3.2 Klasicka ¢astice v objemu V

Zkoumejme nyni stejny systém z pohledu klasické fyziky, kdy statistickou sumu budeme pocitat
integraci pres fazovy prostor. Hamiltonian je tedy nyni

p2+ps+ 12

934 H T 9 z -
(9.34) (2,9, 2, Pz, Py, D2) 5

a statistickou sumu pocitame jako

Z—-i//////m&WMW%%m@WM@WWMm@z
_ //////exp{ pz+py+pz}dxdydzdpwdpydpz
= — 2mdp/ ﬁmdp/ Bzmdp / dz/ dy/ dx
_ \/27rm\/27rm 27Tm ha

03) = o (2%") v,

coz je stejny vysledek, jako kvantové-mechanicky vztah v limité vysokych teplot. Pozna-
menejme, ze Planckova konstanta v klasickém vyrazu ma vyznam jednotky fazového objemu.
V principu hraje roli faktoru, ktery zajistuje, Ze statistickd suma bude bezrozmérné ¢islo a v
klasické fyzice by tento faktor mohl byt jakykoliv s rozmérem délka krat hybnost. Volba jeho
¢iselné hodnoty by méla za nasledek pouze volbu nulové hladiny pro pocitani entropie a nékte-
rych termodynamickych potenciali. Pii polozeni tohoto faktoru rovnym Planckové konstanté
dostaneme korespondenci s odpovidajicimi veli¢inami poc¢itanymi na zakladé kvantové fyziky.
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9.3.3 Gibbsiuv paradox a statisticka suma pro nerozlisitelné ¢astice
Vypoctéme statistickou sumu a z ni pak entropii pro idealni plyn slozeny z N rozlisitelnych ¢as-

tic. Vyjdéme ze vztahu pro N-¢asticovou statistickou sumu, ze vztahu (9.21)) pro vypocet
entropie ze statistické sumy a ze vztahu (9.30]) pro ¢astici v objemu V. Dostaneme tak

3N/2
e ) ) ot

1 /2mm\ > 3
(9.36) — Nk [ln (ﬁ <7> V) +5

kde druhy ¢len v zavorce odpovida energii podle vztahu ((9.31)).

?

Predpokladejme nyni, Ze mame dvé nadoby, kazdou o objemu V' a v kazdé je stejny pocet
N takovychto ¢astic. Systém slozeny z téchto dvou podsystémil by mél mit entropii danou jako
soucet dil¢ich entropii (entropie je extenzivni veli¢ina). Dostaneme tak pro tento slozeny systém

1 /9 3/2 3
(9.37) Sy = 2Nk [ln (ﬁ <%) v) +

Na tento slozeny systém se ale mizeme divat také tak, ze se jedna o 2N castic v objemu 2V a
jeho entropie by tedy méla byt

[ 1 [/2mm\*? 3

[ 1 [/2mm\*? 3

(9.38) = S, +2NkIn2.

Oba vyrazy se od sebe lisi o ¢len 2NkIn2 = 2nRIn2, kde R = kN4 je univerzalni plynova
konstanta, N4 je Avogadrova konstanta a n je pocet moli. Fyzikalné by to mohlo znamenat to,
ze pokud bychom méli nddobu s prepazkou, kterd od sebe oddéluje dvé stejné velkd mnozstvi
plynu ve stejné velkych objemech, prosté odstranéni prepazky (které nic nezmeéni na fyzikélnich
vlastnostech plynu) by vedlo ke zvySeni entropie o uvedenou hodnotu. Tomuto podivnému
vysledku se fika Gibbsiv paradox.

Reseni Gibbsova paradoxu je zaloZeno na poéitani statistické sumy pro nerozligitelné
castice. Pri sc¢itani pres vSechny stavy mohlo nastat, Zze napt. ¢astice 1 byla ve stavu a a c¢astice
2 ve stavu b, ale také mohlo nastat, ze castice 1 byla ve stavu b a castice 2 ve stavu a. Tyto
dva ptipady byly zapocitany jako dva rtzné stavy slozeného systému. Pokud jsou ale ¢astice
navzajem nerozlisitelné, obé uvedené situace odpovidaji jedinému stavu, ktery je tfeba zapocitat
do statistické sumy pouze jedinkrat. Za ptredpokladu, Ze je jen velmi mala pravdépodobnost
toho, ze by se dvé castice nachazely ve stejném stavu, lze statistickou sumu pro systém slozeny
ze dvou nerozliSitelnych neinteragujicich c¢astic pocitat jako

1

(9.39) Zy =571,
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narozdil od vztahu (9.9)), kde vyména dvou ¢stic vede k novému mikrostavu slozeného systému.
Pro N ¢astic je tfeba kompenzovat vsech N! permutaci, které lze provést mezi ¢asticemi, aniz
by se systém dostal do jiného mikrostavu. Statistickda suma pak ma tvar

1

(9.40) Iy = mZ{V :

Je tfeba zde zdtraznit, ze tento vztah je spravny pouze v piipadé, ze mizeme zanedbat si-
tuace, kdy se nékolik ¢astic nachazi v témze stavu - tedy pro dostatecné ridké systémy pri
dostatecné vysoké teploté. Pokud tato podminka neni splnéna, je nutno se s nerozlisitelnosti
¢astic vyporadat zcela jinym zptisobem a velkou roli hraje kvantova podstata c¢astic: jinak se
chovaji bosony (¢éstice s celo¢iselnym spinem) a jinak fermiony (s polo¢iselnym spinem), pro
které plati Pauliho vylucovaci princip. Statistiku téchto ¢astic budeme studovat pozdéji.

Dosadime-li vyraz (9.40)) do vztahu pro entropii idealniho plynu, dostaneme

1 2rm \ *? N 3

Pro velké hodnoty N miiZzeme pro logaritmus N! pouzit Stirlingtv vztah

(9.42) InN!'~ NInN — N,

¢im7Z dostaneme

[ 1 /2rm)\*?
S = Nk 1n< (ﬂ> V>+§N+N

[ 1 /2rm\** Vv )

Pro dva stejné systémy, kazdy s N c¢asticemi v objemu V' pak dostaneme celkovou entropii

1 /2rm\* 2V )
44 = 2Nk |ln| —= | — — =
(9.44) Sy [n <h3 ( 5 ) N + 5
Pokud bychom nyni uvazovali spojeny systém s 2/N ¢asticemi v objemu 2V, dostali bychom
jeho entropii jako
(1 (2mm\*P2v) 5
5 = 2Nk |In| = —— — =
5 8 (h?’ < 5 > oN | T2

[ 1 /2rm\** Vv 5

(9.45) = 5,

V tomto pfipadé tedy dostavame stejny vysledek pro oba pohledy na kombinovany systém.



70  KAPITOLA 9. VLASTNOSTI STATISTICKE SUMY KANONICKEHO ENSEMBLU

9.3.4 Maxwellovo rozdéleni rychlosti

Ze vztahu pro pravdépodobnost systému nachazet se v okoli urc¢itého bodu fazového objemu
vyplyva pro Castici, na kterou neptisobi kromé stén nadoby jiné sily, ze

P(x,y, 2,0, vy, v,)dxdydzdv,dvu,dv,

1 3/2 2402+ 02
(9.46) = ( o ) exp (_m(vm e’ vZ))dxdydzdvrdvydvz.

VvV \2rkT 2T

Kazda slozka rychlosti mé tedy gaussovské rozdéleni s polositkou o, = /kT/m.

Pf.: Toto rozdéleni rychlosti ma vliv na tvar a Sifku spektrélnich ¢ar atomt, nebof vlivem
tepelného pohybu dochézi k jejich dopplerovskému rozsitovani. O kolik GHz se rozsifuji cary
optickych prechodti atomii pii pokojové teploté?

9.3.5 Idealni plyn v homogennim gravitacnim poli

Uvazujme nyni podobnou situaci, avSak souc¢asti hamiltonianu bude i potencialni energie; pohyb
castice bude omezen na nekonecné vysoky valec s podstavou A a tedy

2 2 2
pz tp,+p;
== "4

(947) H<x7yazapzvpyapz> - 2m mgh
Pro statistickou sumu pak najdeme
1 (2rm\*? A
(9.48) Z=_—_ () 2
(2mh)*> \ B Bmg

z 1niz lze spocitat zavislost energie na teploté, najit stavovou rovnici (pfi¢emz vnéjsimi parametry
jsou nyni A a g), atd. Hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢éstice s dynamickymi proménnymi
v okoli fazového bodu (z, vy, 2, ps, py, D) je

(949) P<xaya27pz7pyapz) =

1 mg ( pa+ s+l mgz)

(2mmkT)32 AT ©F omkT kT

Uloha: Najdéte statistickou sumu ¢astice, nachézejici se v gravitaénim poli homogenni koule,
tj. potencialni energie je U(r) = —xMm/r, kde r > R. Pokud se podivéte na svtij vysledek, da
se z néj primo vyvodit néjaky zajimavy fyzikalni zavér?

9.3.6 Harmonicky oscilator

Pro energii ntého stavu harmonického oscilatoru s frekvenci w plati

(9.50) E, = hw (n + %)
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a tedy
7 = Yo
n=0
00 _ Bhw
— eyt €2
— p—Bhw
n:O 1—e
1

9.51 = —
( ) ZSinh%

Tento vztah vyuzijeme k vypoctu tepelné kapacity harmonického oscilatoru; z rovnic (9.10) a

(9.23) dostaneme

_ hw hw
.02 EF = —cotgh———
(9.52) 5 cotg SET
hiw 2
(9.53) o, — ) __
Slnh (%—T)

Tento vyraz je zajimavy ve dvou limitnich pfipadech: pro vysoké teploty kT > hw dostaneme
C, — k, coz je i hodnota, kterou bychom ziskali pro klasicky harmonicky oscilator. Pro nizké
teploty kT < hw tepelna kapacita klesa exponencialné k nule, C;, — 0. Einstein timto zpt-
sobem vysvétloval pokles tepelné kapacity krystalt s klesajici teplotou: krystal z N atomt si
lze predstavit jako soustavu 3N harmonickych oscilatorii. Pii dostatecné vysokych teplotach
maji krystaly tepelnou kapacitu nezavislou na teploté ~ 3Nk, coz je tzv. Dulongiv - Petittv
zakon. PT1i klesajicich teplotach zacne klesat i tepelna kapacita krystalii; ve skutecnosti vsak
ne tak prudce, jak by vyplyvalo z Einsteinova modelu, pro nizké teploty plati Cy yystal o< T°.
Tato nepfesnost souvisi s tim, ze Einsteintiv model uvazuje frekvence vSech oscilatort stejné -
to vsak neodpovida skutecnosti.

Pozn.: Misto vztahu pro energii oscilatoru (9.50) se ¢asto pracuje se vztahem bez energie za-

kladniho stavu, F,, = nhw. Stfedni hodnota energie je pak o hw/2 nizsi nez (9.52)),
hw

- .
errt — 1

(9.54) E=

Na vztahu pro tepelnou kapacitu to ovSem nic nemeéni.

9.4 Jednoatomovy ¢i dvouatomovy plyn - entropie a rov-
novaha

Jeden mol jednoatomového plynu o teploté T' zaujima objem V. Plyn vSsak mtze projit che-
mickou reakei, pii které vzniknou dvouatomové molekuly (viz obr. [9.1)). Tim se uvolni urcité
teplo, které prejde do okoli. Pokud bude mit vysledny piil molu dvouatomového plynu nako-
nec stejnou teplotu i objem jako ptvodni plyn, bude jeho entropie ziejmé nizsi nez entropie
puvodniho jednoatomového plynu. Ktera situace tedy bude stabilnéjsi—jednoatomovy nebo
dvouatomovy plyn? Prevazi tendence zvysSovat entropii systému, nebo nachéazet se v nizsim
energetickém stavu? Vypoc¢téme u obou pripadl entropii, vnitini energii a volnou energii a
porovnejme vysledky.
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Obrazek 9.1: Jednoatomovy plyn v objemu V pfi teploté T" muze projit chemickou reakci a
vytvorit dvouatomovy plyn. Objem plynu se nezmeéni a vysledna teplota bude diky kontaktu s
okolim také stejna.

9.4.1 Jednoatomovy plyn

Statistickd suma pro jednu jednoatomovou molekulu v objemu V' za teploty T je

gV [(2mm 3/2
. =5 | —
(9 55) 1 hS ( 5, ) y

kde 8 = 1/(kgT), m je hmotnost molekuly a g; urcuje vnitini degeneraci - tedy pocet vnitinich
stavlli odpovidajicich kazdému pohybovému stavu hmotného stiedu. Napiiklad pro vodikové
atomy za béznych teplot mizeme polozit g; = 4, coz je poc¢et moznych projekci spinti elektronu
a jadra: vodikovy atom v zakladnim elektronovém stavu mtze byt ve ¢tyfech spinovych stavech:
|1, [T, | 41) a | 1) Statistickd suma pro N molekul pak bude

N
gV [(2mm 3/2
h? I6]

a jeji logaritmus je (s pouzitim Stirlingova vztahu In N~ NIn N — N)

1

(9.56) In = 5

9 3/2
InZy = Nln %(%) ]—NlnN+N
/2
g1V (2mm 3
. = N<{l+1In — )
. (it (m)))
Z tohoto vyrazu se nejprimocareji da ziskat volna energie F' = —= ln 7, tedy
2mm
: FUY — _NEkpT{1+In
e 2227
27’(’ 3/291V
) = —NkgT |1+1
09 ot e (S|
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kde jsme v poslednim vyrazu pouzili definici pro de Broglieho vlnovou délku

h
NiB = —F——=
an vV mk:BT

odpovidajici vlnové délce vinové funkce c¢astice o hmotnosti m s hybnosti tepelného pohybu
muv = /mkgT. Vztah je zvlast ndzorny pro interpretaci: porovnava objem piipadajici
na jednu molekulu V/N s objemem odpovidajicim jedné de Broglicho vlnové délce A3 5. Vnitini
energie jednoatomového plynu je

(9.60)

3

(9.61) B — 5 NksT
a entropie je (napf. ze vztahu F = E —T'5)
E—-F 5 aV [ 2rm\>?
62 (tat)  — =~ = “Nkp+ Nkpl =
(962) 5 T ot BnNh3<5)
5 (2m)32g,V
, = Nkp|=+In| 22|,
(9.63) B[2+ n< P

Pokud do téchto vztahti dosadime parametry pro jeden mol atomérniho vodiku (m = 1,67 x
10727 kg) v jednom metru krychlovém za pokojové teploty (T" = 3 x 102 K), dostaneme \yp ~
2,51 x 107 m a objem piipadajici na jednu molekulu V/N ~ 1,66 x 1072* m?®. Pro vnitini
energii, volnou energii a entropii pak ziskdme ¢iselné hodnoty

(9.64) EUa)  — 3 74 Kk]J,
(9.65) FUa)  — 41 68 kJ,
(9.66) Sstat) — 151 4 J/K.

9.4.2 Dvouatomovy plyn

Uvazujme nyni N/2 dvouatomovych molekul v objemu V. Energie vazby molekuly je U, tedy
vazany stav dvou atomii ma potencialni energii o I nizsi, nez by mély dva atomy ve velké
vzdalenosti od sebe. Pro jednu takovu molekulu se statisticka suma sklada z ¢asti odpovidajici
translacnimu pohybu

V 4 3/2
(9.67) Dow = ~= (Lm) ,

z faktoru odpovidajicimu energii vazby
(9.68) Z oy = €4,
a z faktoru prislusného rotacnimu pohybu

21

(9.69) Zayot = QQW’
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kde I je moment setrvacnosti molekuly, I = %mD2, D je vzdalenost mezi atomy a degenerac¢ni
faktor g, je nyni obsazen v rotac¢ni ¢asti statistické sumy. Pro vodikovou molekulu méa hodnotu
g2 = 2. Pro¢? P1i vypoctu rotacni statistické sumy sc¢itdme pres rotacni stavy
BL(1+1)A2
(9.70) Zoow =Y _(21+1)e 21
l

pokud uvazujeme dostatecné vysoké teploty kgT > h?/(2I), lze tu nahradit sumaci integraci
a zanedbat jednicku vici [,

o BI2R2 21
(9.71) Lot = /0 2le” 21 dl = G
Ovsem protoze molekula se skladd z totoznych atomi, nemtze obecné nabyvat libovolnych
kvantovych stavi, ale pouze téch, které spliuji pozadované vlastnosti symetrie. Vodikova jadra
jsou fermiony a tim padem jejich vinova funkce musi byt antisymetrica, ¢ili musi ménit zna-
ménko pfi vymeéné jader. Pokud je jejich spinovy stav symetricky (triplet, jeden ze stava | 1),
\/L§(| )+ 1)) a | 1)), musi byt prostorova ¢ast vlnové funkce antisymetrickd, coz odpo-
vida lichym hodnotam [: vysledny soucet pak bude polovi¢ni oproti hodnoté v . Pokud
je spinova vlnova funkce antisymetrickd (singlet, \/L§<| 1)) — | 1)), musi byt prostorova ¢ast
vlnové funkce symetricka, ¢ili [ musi nabyvat sudych hodnot. Opét to vede k tomu, zZe celkovy
soucet bude polovi¢ni oproti . Dohromady tedy vychéazi, ze rotac¢ni statistickd suma musi
byt nasobena faktorem g, = 2—jsou tu Ctyfi spinové stavy jader, ale sc¢ita se pres polovi¢ni
mnozstvi hodnot rota¢niho kvantového cisla.

Statistickd suma pro jednu molekulu je tedy

vV [4rm\ 2 21
_ _ suU
(9-72) Zy = Z2,terazZ2,rot—g2h3( 3 ) (& BFLZ
/2
VD2 i M\’

a statistickd suma pro N/2 molekul je

N/2
1

(3)!

Logaritmus této statistické sumy pak je

(9.74) Znp =

/2
g2V D? AL >
e GO b

|2

N {@VD? g ( m\?| N N N
N @VD?2, o m P
: = —<1 In | Z=———(4m)"? [ ==
(9.76) 2{ + 6U +1n (47) i
N g2(4m)7/% V D?
(9.77) = 3 {1 + U + In { > N f

kde v poslednim vztahu jsme pouzili stejnou definici pro de Broglieho vinovou délku A\jp =
h//mkgT jako v jednoatomovém piipadé. Ze statistické sumy pak muiZeme vypocitat vnitini
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energii, volnou energii a entropii. Dostavame

N
(9.78) BV — %NkBT—gu,
N g2(47)7/2 V D? N
: F@ — _kpT {141 - =
(979) 5 B { + n{ 5 N)\‘ZB 22/[,
7 N g2(47)7/? V D?
(2at) - -
(9.80) S 1 Nks + S ks h{ > NALL

Ciselné hodnoty téchto veli¢in ziskame, pokud pro vodik dosadime vzdalenost jader D = 0.742 A
a vazebnou energii U = 4.48 eV. Dostaneme tak

(9.81) E®Y = 212 91 kJ,
(9.82) F®Y  — 939 70 kJ,
(9.83) S — 89 31 J/K.

Je vidét, ze entropie jednoatomového plynu je opravdu podstatné vétsi nez entropie dvou-
atomového plynu. Rozdil entropii AS = 62.09 J/K odpovida tomu, Ze jednoatomovy plyn se
miize nachazet v e25/k8krat vice mikrostavech nez dvouatomovy. Tento faktor pFevedeny do &i-
selné podoby dava velmi zhruba 101 954 000 000 000 000 000 000 000__tedy pepfedstavitelnd obrovské
¢islo. Proc¢ se tedy vodik nachéazi za normalnich podminek v podobé dvouatomového plynu?

Odpovéd spociva v tom, Ze musime vzit v ivahu nejen entropii systému, ale i jeho okoli.
Pokud se pfi reakci uvolnila vazebnéa energie a ¢ast z ni v podobé tepla presla do okoli, entropie
okoli musela vzrist. O jakou hodnotu? Pokud je vnitini energie systému o AE = E(1at) — (2at)
nizsi po vzniku dvouatomovych molekul oproti jednoatomovému pripadu a systém nezménil
objem—tedy nemohl konat praci, muselo do okoli odejit teplo Q = AFE. Tim padem musela
entropie okoli vzrist o ASg = Q/T = AE/T. Celkova zména entropie systému a okoli pak je

(9.84) ASw, = AS+ ASk
la 2a
(9-85) — g(at) _ g(at) 4 M
(9.86) | BUs) _pgUan  pat) _ g2
: _ : -
F(lat) _ F(2at)
(9.87) - T S 60,1 /K,

tedy kladné hodnota. Ackoliv pfi pfeméné plynu z jednoatomového na dvouatomovy entropie
plynu poklesla, celkova entropie plynu a jeho okoli vzrostla (pokud bychom se opét pokusili
vyjadrit, kolikrat vice mikrostavi celého systému se nyni mize realizovat, dostali bychom faktor
velice zhruba 1020 773 000 000 000 000 000 000 000) "7 nageho pifkladu je ziejmé, ze hlavni roli tu
hraje volné energie systému: stav systému a okoli bude stabilnéjsi, pokud volna energie systému
bude nizsi. Dvouatomovy plyn ma podstatné nizsi volnou energii nez jednoatomovy. Toto je
univerzalni kritérium, kdyz ma systém pevné danou hodnotu teploty a objemu: v takovémto
pripadé volna energie systému nabyva svého minima. Pokud by systém mél zadanou teplotu a
tlak, byla by situace odliSnd—minima by nabyvala Gibbsova volna energie G = F —T'S + pV'.
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9.4.3 Poznamka:

V chemické literature se casto udavaji hodnoty entropie rtiznych latek s tim, ze se ignoruje
prispévek spind jader k celkovému poc¢tu mikrostavii. V nasem piipadé by to znamenalo, Ze
degeneracni faktor u jednoatomového vodiku by byl g; = 2 (dvé mozné orientace elektronového
spinu) namisto 4. Celkova entropie jednoho molu vodikovych atomi by pak vysla o Nkgln2
= 5,76 J/K niz§i, nez udéva rovnice (9.66). Pro molekularni vodik by pak byl degenera¢ni
faktor g» = 1/2 (polovi¢ni pocet piipustnych rotac¢nich stavii z diivodi symetrie) namisto
naseho g = 2, berouciho v potaz jaderné spiny. Entropie ze vztahu by pak vysla o
%k pIn4d = Nkpgln2 nizsi, nez je vysledek v rovnici . Snizila by se tedy o stejnou hodnotu
jako u jednoatomového plynu a rozdil entropii by byl nezménén. Podobnym zptisobem by
se posunuly i hodnoty volné energie, piicemz jejich rozdil by ztstal stejny. Ignorace jadernych
spint tedy predstavuje pouze jinou volbu pocatku pro odecitani termodynamickych potenciali.
Pro chemické vypocty byva takovy pristup vyhodny, protoze se nemusime zabyvat otazkou
spint u prvku slozenych z nékolika izotopi (kazdy izotop mize mit jiny jaderny spin), které
nemaji za béznych podminek zadny podstatny vliv na chemické reakce. V nékterych fyzikalnich
situacich vsak jaderny spin hraje diilezitou roli a je nutno s nim pocitat. Prikladem jsou odlisné
termodynamické vlastnosti ortovodiku (jaderné spiny v tripletnim stavu | 1), \/L§(| )+ 4D)

¢i | Jl)) a paravodiku (jaderné spiny v singletnim stavu \%ﬂ 1) — | I1))) za nizkych teplot.



Kapitola 10

Maxwelluv démon

Jak je to pfesné s platnosti druhého termodynamického zdkona? Vime, Ze podle néj nesmi
celkova entropie izolovaného systému klesat. Pokud v systému dojde k poklesu entropie, musi
nékde v okoli dojit k ristu entropie. Pokud vSak povazujeme entropii za jistou miru neuspo-
fadanosti, nemohli bychom si predstavit, Zze pokud néjakym zptisobem nepotradek v systému
,2uklidime®, entropie tak klesne. Mohli bychom tak narusit platnost druhého termodynamického
zakona?

Roku 1871 prisel J. C. Maxwell s nasledujici myslenkou. Pfedstavme si nadobu s plynem
o teploté T', pficemz nadoba je rozptlilend prepazkou na dvé casti. V prepazce je maly otvor
s uzavérem, obsluhovany bytiistkou, ktera je schopna rozeznat rychlost molekul blizicich se k
otvoru (viz obr. [10.1]). Pokud se z levé ¢asti blizi k otvoru molekula s nadprimérnou rychlosti,
tedy vétsi nez «JSI{:BT/ m, bytlstka otevie otvor a necha molekulu projit z levé ¢asti do pravé.
Pokud se z levé casti blizi k otvoru pomalejsi molekula, bytistka otvor uzavie. Podobnym
zpusobem jsou sledovany i rychlosti molekul blizicich se k otvoru zprava, tentokrat vsak je
pomalym molekulam dovoleno projit a rychlé musi ztstat v pravé ¢asti. Cely tento systém je
tepelné izolovany od okoli a byttstka nespotiebovava ke své ¢innosti v podstaté zadnou energii:
k pouhému pfemisténi uzaveéru neni nutna zadna mechanicka prace. Vnitini energie systému se
tedy bude stale stejna. OvSem po néjaké dobé budou v levé ¢asti nadoby prevazovat pomalé
molekuly kdezto v pravé bude vice rychlych, coz znamena, ze vlevo poklesne teplota a vpravo
se zvysi. Byttistka—po svém myslenkovém otci nazvand Maxwellovym démonem—pfinesla do
systému vice poradku, nez tam bylo diive. Entropie systému poklesla, aniz by se zvysila entropie
okoli. To tedy znamend naruseni druhého termodynamického zakona se vSemi disledky, které
to s sebou nese.

Co by to tedy znamenalo? Napftiklad bychom mohli jeho teplejsi ¢ast pouzit jako ohtivac
a chladngjsi jako chladi¢ tepelného stroje a preménit urcité teplo na préci (viz obr. [10.2). Tim
bychom systému odebrali ¢ast vnitini energie, az by se teplota obou casti vyrovnala a ustalila
na hodnoté o néco nizsi nez na pocatku. Nyni bychom opét pustili k ¢innosti démona (tfeba
mikroskopického robota), nechali jej roztiidit molekuly podle rychlosti a zajistili tak rozdilné
teploty v obou c¢astech nadoby. Pak miizeme zapojit tepelny stroj preménujici teplo na praci a
pokracovat tak dale, az vSechny molekuly zastavime a veSkerou vnitini energii plynu pfeménime
na praci. Byl by to nejvyhodnéjsi energeticky zdroj pro hospodarstvi—zadné spalovani surovin,
zadné radioaktivni odpady, jen ochlazovani okoli. Mohlo by néco takového fungovat? A kdyz
ne tak proc?

7
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Obrazek 10.1: Maxwelliv démon, t¥idici molekuly podle rychlosti.
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Obrazek 10.2: Nadoba s plynem, jejichz molekuly Maxwelliv démon roztiidil na rychlejsi a
pomalejsi, mtze slouzit jako teply a studeny rezervoar pro pohon tepelného stroje. Zatizeni tak
funguje jako perpetuum mobile druhého druhu: systém molekul je ochlazovan a jejich energie
se preménuje na praci, aniz by se muselo odpadni teplo predavat do okoli.

V dobé Maxwellovych tvah se dalo operovat velikosti systému: druhy termodynamicky
zakon plati pro makroskopické veli¢iny, kdezto na trovni jednotlivych molekul jsou statistické
odchylky pripustné. OvSem dostat se do mikrosvéta a manipulovat s jednotlivymi molekulami
pro nas bylo tenkrat nemozné a takovi malinci démoni sami v pfirod€ zfejmé neexistuji. Dnes
jsme ale o néco dal, nase technologie nam umoznuji ,,vidét“ jednotlivé molekuly i atomy, mu-
Zeme meérit jejich rychlosti, miizeme uvazovat pouziti rtiznych nanomaterialti na vyrobu dvirek
zavirajicich ¢i otvirajicich molekulam cestu. Miuzeme tedy v blizké budoucnosti Maxwellova
démona vyrobit? Jsou tim padem dny platnosti druhého termodynamického zakona secteny?
Diskuse na toto téma probihaly od Maxwellovych dob a v urcitych variantach jsou zivé az
dodnes. Zajimavé je, ze prekvapiva rozuzleni, souvisejici i s teorii informace a vypocetni tech-
niky prisla pomérné velice neddvno—v osmdesatych letech dvacatého stoleti.
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10.1 Varianty Maxwellova démona

10.1.1 Jednosmérna dviirka

Myslenych zarizeni, ktera by méla odebirat systému energii neusporadaného pohybu a premeé-
novat ji na uzite¢nou praci, bylo navrzeno vice. Snad nejjednodussi je varianta démona, ktery
vytvari nikoliv teplotni, ale tlakovy rozdil mezi dvéma nadobami. Uvazujme dvitka, ktera se
mohou vyklapét na jednu stranu, pfi¢emz jemna pruzinka je pfidrzuje uzaviena (viz obr. .
Kdyz na dvitka narazi molekula zleva, jenom se odrazi a zlistane v levé ¢asti nadoby. Kdyz
narazi molekula zprava, dvirka se narazem odklopi a mohou nechat molekulu projit do druhé
nadoby. Po néjaké dobé bude vlevo vice molekul nez vpravo a vysledny tlakovy rozdil mtzeme
vyuzit ke konani prace.
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Obréazek 10.3: Dvitka s pruzinou propoustéjici molekuly pouze jednim smérem.

10.1.2 Ozubené kolecko se zapadkou

Toto schéma diskutoval R.P. Feynman ve svych prednaskach, které se staly klasikou} Uvazujme
malické ozubené kolecko s asymetrickymi zoubky (rohatku) jako na obr. . Do zoubkt pfi-
tlacuje jemnéa pruzina zapadku tak, ze kolecko se miize otacet jen jednim smérem. Kolecko je
upevnéno ke hiideli, na které je zaroven nékolik lopatek. Do téch mohou z obou stran narazet
molekuly okolniho plynu. Nékdy se stane, ze z jedné strany narazi do lopatky vice molekul nez
do druhé. Pokud vysledny silovy moment piisobi v pfiznivém sméru, miize se kolecko pootocit,
kdyz je silovy moment opacny, zapadka pootoceni zabrani. Takovymto zptisobem se neuspora-
dany pohyb molekul pfeméni na usporadany—jednosmérny pohyb kolecka, ktery mtize konat
praci. Vykonané prace je ovSsem na ukor vnitini energie molekul: kdykoliv molekula narazi do
lopatky, kterd se pohybuje stejnym smérem, molekula se odrazi zpét s mensi rychlosti (pired-
stavte si takovy tder s tenisovou raketou). Na hiidel se miize navijet vldkno se zavazim a
zvysovat tak jeho potencialni energii, zatimco teplota okolniho plynu bude klesat.

'Richard P. Feynman dostal Nobelovu cenu roku 1965 za jeho podil k vybudovani kvantové elektrodynamiky,
k jeho hlavnim pfinostm ve fyzice patii napf. analyza interakci ¢astic pomoci tzv. Feynmanovych diagramu
¢i formulace kvantové mechaniky pomoci integralti po trajektoriich. V letech 1961-63 prednasel na Caltechu
zna¢né netradiénim zptisobem tvodni kurz fyziky a tyto pfednasky pak byly vydany knizné [v ¢eském piekladu
R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmanovy pfednasky z fyziky, Fragment, Praha 2002].
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Obrazek 10.4: Rohatka se zapadkou k preméné energie neusporadaného pohybu molekul na
potencialni energii zavazi.

10.1.3 Szilardav stroj

Leo Szilard roku 1929 analyzoval funkeci tepelného stroje, pracujiciho s jedinou volnou molekulou
ve vélci se dvéma pohyblivymi pisty (viz obr. . Do vélce 1ze (bez konani préace) zasunout
prapazku, kterd omezi pohyb molekuly na jednu polovinu objemu valce. Nyni miizeme provést
méfreni—zjistit, ve které poloviné valce se molekula nachazi. Do druhé, prazdné casti valce
pak mtzeme zasunout pist. To lze opét bez konani prace, protoZze nam v tom nebrani pohyb
molekuly. Pfepazku nyni mtizeme odstranit, takze molekula bude narazet i do tohoto pistu,
kterym zacneme pohybovat zpét k okraji valce. Protoze molekula predava sviij moment hybnosti
ve sméru pohybu pistu, kona tak praci. Tim ovSem ztrati ¢ast své kinetické energie. Odrazi-li
se vSak ode stén, které jsou v tepelném kontaktu s rezervoarem o teploté T', ziskd od nich
molekula ztracenou kinetickou energii tak, ze v priiméru ma neustale kinetickou energii %k’BT.
Energie neusporadanémo pohybu castic rezervoaru se tedy preménuje na usporadany pohyb
pistu, konajiciho praci. Kolik prace se takto da ziskat? Zdvojnasobi-li se objem pfi izotermickém
déji idealniho plynu, vykona kazda molekula praci v priméru kg7 In 2. Tolik by odpovidalo i
nasemu jednomolekulovému stroji.

10.2 Vymitani démona

Pokud povazujeme druhy termodynamicky zakon za platny, nemize ani jedno z uvedenych
schémat fungovat. Kde se vSak nachazi hlavni nesnaz, kterda nam v konstrukci jednotlivych
zafizeni zabrani?

10.2.1 Jednosmérna dvirka

Kritickou soucastkou tu je pruzinka, ktera pridrzuje dvirka zaviena. Pokud mé dvirka pootevrit
pouhy néaraz molekuly, musi na deformaci pruziny stacit energie této molekuly pripadajici na
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Obréazek 10.5: Szilardova verze Maxwellova démona. Pohyb molekuly je nejprve omezen zasu-
nutim prepazky, méfenim pak zjistime, ve které ¢asti valce se molekula nachézi (stadium 3) a
do druhé c¢asti se zasune pist. Po odstranéni pfepazky molekula narazi do pistu a vykona tak
praci W, pficemz ztraty jeji energie jsou kompenzovany piisunem tepla ) z okoli.

pohyb ve sméru otevirani a to je v praméru %k gT'. OvSem pruzina sama musi byt v termody-
namické rovnovaze se svym okolim a to pii teploté T° znamend, Ze pruzina sama méa stiedni
energii kgT'. Takova energie ale je dostatecna na jeji deformaci tak, aby dvirka byla kazdou
chvili pooteviena jen diky tepelnému pohybu pruziny. V konec¢ném disledku budou molekuly
prostupovat z levé nadoby do pravé stejné casto jako z pravé do levé.

10.2.2 Ozubené kolecko se zapadkou

Podobny problém nastane i ve Feynmanové schématu. Aby kolecko se zapadkou fungovalo, musi
zapadku pritlacovat néjaka pruzina. Ta musi byt dostatecné slaba na to, aby ji mohl nadzved-
nout zub rohatky. Pokud vsSak bude mit pruzina stejnou teplotu jako plyn pohéanéjici lopatky,
bude sama diky svym termalnim fluktuacim casto vychylena tak, ze umozni podklouznuti ro-
hatky v opa¢ném sméru. Co se tedy bude dit, kdyz bude na hfidel navinuto vlakno se zavazim?
Bude na ni vyvijen moment sily, ktery bude mit tendenci otacet hiideli tak, aby zavazi klesalo.
Kromé toho budou piisobit ndhodné orientované momenty sily zptisobené narazy molekul do
lopatek. Zapadka bude velmi c¢asto vychylena do oteviené polohy, takze prevazujici moment
sily zptsobi otaceni hiidele ve sméru umoznujicim pokles zavazi. Potencialni energie zavazi
bude klesat, ovSem narazy otacejicich se lopatek do molekul zptisobi ohfivani plynu. Celkovy
efekt je tedy presné opacny, nez bylo zamysleno—uzitecna potencialni energie zavazi se méni
na odpadni teplo.

Muze takové zafizeni fungovat tak, aby zavazi stoupalo vzhiru? Mfuze, ale je pottfeba
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pouzit ,mékéi“ pruzinu a chladit ji na nizsi teplotu, nez je teplota plynu. To nam zajisti, ze
zapadka se nebude otevirat pouhym tepelnym pohybem pruziny ale jen tehdy, kdyz tepelny
pohyb molekul bude piisobit spravnym smérem. Nyni vSak jiz méame zafizeni pracujici se dvéma
tepelnymi rezervoary. Z teplejsiho (molekul plynu) se odebird energie a Castecné se predava
chladnéjsimu (chladi¢i pruziny). Zbyvajici ¢ast energie se pak miize pfeménit na uzitetnou
praci—zvedani zavazi. Podrobnéjsi vypocet by nam pak ukazal, Ze i¢innost takového zafizeni
nebude vyssi nez G¢innost Carnotova stroje pracujicitho ve stejném teplotnim rozpéti.

[0 I—) 0} [0 H—o) 0] T

Obrazek 10.6: Bennettovo reverzibilni méfeni u Szilardova stroje. Na pocatku nevime, ve které
¢asti valce se molekula nachazi, a zapadka je v neutralni poloze. Otacenim ozubeného kolecka
se zapadka pfemisti do horni polohy, aby zapadla do zubu pod Szilardovym strojem. Protoze
tento pohyb muze byt vykonan libovolné pomalu a zapadka miize byt vyvazena stejné hmotnym
zavazim, spotfeba energie pii ném miize byt libovolné mala. Ve stadiu 3 tlacime ram s bo¢nimi
pisty dolti do Szilardova stroje. Protoze molekula v pravé ¢asti ndadoby nardzi na pravy pist
a klade mu tak odpor, rdm se vychyli a presune zapadku doprava. V této ¢asti cyklu musime
konat praci proti pohybu molekuly. V kroku 4 ozubené kolecko presune zapadku doli—opét
bez spotieby energie. Krok 5 predstavuje vytazeni ramce s boc¢nimi pisty vzhiru. V tomto
pripadé narazy molekuly piisobi ve sméru pohybu ramce, takze praci spotifebovanou v kroku
3 nyni ziskame zpét. Szilardiv stroj se tak dostane do vychoziho stavu a informace o poloze
molekuly je zakédovéana v poloze zapadky - a to s libovolné malou spotfebou energie (z hlediska
informatiky jsme provedli reverzibilni kopii jednoho bitu, neseného polohou molekuly na bit
neseny polohou zépadky). Stadium 6 predstavuje prvni krok Szilardova stroje, kdy vyuzivame
informace o poloze molekuly a zasouvame pist do prazdné c¢asti valce.
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10.2.3 Szilardav stroj

Sam Leo Szilard povazoval za hlavni problém méfeni, tedy zjisténi, ve které casti valce se
molekula nachézi. Reknéme, Ze si na takovou molekulu posvitime. PouZijeme svazek svétla,
které se na molekule mtze rozptylit. Zadetekujeme foton vychyleny ze své drahy molekulou
a z jeho sméru urc¢ime, kde se molekula nachazi. Tady je ovSem hacek: rozptylovani fotoni
ze smérovaného svazku znamena zvysSovani entropie. Abychom rozeznali cokoliv uvnitt valce,
musime pracovat s fotony s energii vyssi, nez odpovida tepelnému zareni vychazejicimu z valce
o teploté T, tedy s dostatecné vyssi energii nez kgT. Pokud vsak takovyto foton vychylime
z usporadaného svazku do zcela ndhodného sméru, je to totéz, jako disipovat odpovidajici
mnozstvi energie a pfemeénit ji na tepelny ekvivalent. Ve vysledném tucetnictvi tedy budeme
opét v Cervenych cislech: sice jsme ziskali kg7 In2 uzitecné mechanické prace, ale jesté vétsi
mnozstvi energie jsme museli degradovat na teplo. Szilard uzaviel, Ze pravé proces méfeni je
vzdy nevratnym déjem, béhem kterého roste entropie. Tento zdver se vsak ukdzal jako mylngy!

Charles H. Bennett v osmdesatych letech minulého stleti ukazal, ze v méfeni problém
neni. Mizeme vratnym zptisobem zjistit polohu molekuly a zapsat ji do paméti pfistroje, aniz
bychom museli disipovat néjakou energii. Mechanicky model mozného Bennetova méreni je na
obrazku Informace o poloze molekuly je zapsana do paméti, tvorené polohou mechanické
zapadky. Ta byla na pocatku v neutralni prostfedni poloze, ktera nenese zadnou informaci.
Nésledné posouvéni zapadky a vélce s molekulou vzhiiru a dolti (nevyzadujici v koneéné sumé
zadnou energii) premisti zapadku do jedné ze dvou poloh, nesoucich informaci: L pokud je
molekula vlevo a R pokud je vpravo. Pfi tom jsme viibec nezménili energii molekuly. Tento
proces je také zcela vratny—muizeme si predstavit posloupnost na obrazku [10.6| od stavu 5 po
stav 1, pTi kterém se valec s molekulou v pravé casti a zapadka v poloze R dostanou do stavu,
kdy je zapadka v neutralni poloze. Tato mechanicka informace se nyni mutze pouzit k volbé,
kterym pistem se bude v Szilardové stroji posouvat. Znamené to tedy, ze naruseni druhého
termodynamického zékona nestoji nic principidlniho v cesté?

Prekvapiva odpovéd, na jejimZ nalezeni maji zasluhy Rolf Landauer a Charles Bennett,
spo¢iva v tom, Ze je problém zbavit se informace. Mame-li zaplnénou pamét pocitace a chceme
ji vynulovat, musime disipovat energii. Konkrétné, pracuje-li pamét pfi teploté 7', musime na
vynulovani kazdého bitu o nezndmé hodnoté disipovat energii kg7 In 2. Toto je pozoruhodny
vysledek, ktery vyplynul z tivah o tom, jaké jsou vlastné fyzikalni limity prace pocitact. V
dnesni dobé probiha jejich bouflivy rozvoj a zdokonalovani a zlepsovani efektivity piichazi kaz-
dym dnem. Kam az miizeme jit, nez nas zastavi prirodni zakony? Nase pocitace spotirebovavaji
energii, je tfeba dodavat napéti definujici bity a chladit jejich procesory, ale kdyz navrhneme
procesor chytfeji, mize nam ke stejnému vypoctu stacit méné energie. Kolik energie je nejmensi
nutné mnozstvi a k jakym operacim je vlastné nezbytna? Jako necekané se ukazalo, ze libovolné
malé mnozstvi energie muze staCit na prenaseni informace, na jeji kopirovani i na jakoukoliv
matematickou operaci, kterou lze provést reverzibilné. Je zajimavé, ze timto zpisobem mtizeme
provést jakékoliv algoritmy, které provadéji dnesni pocitace—Ize tedy postavit reverzibilni uni-
verzalni pocitac. OvSem nulovani paméti—tedy prevedeni kazdého bitu z neznamé hodnoty 0 ¢i
1 do jediné pfedem dané hodnoty 0 je ireverzibilni. Podle Landauerova principu musime znehod-
notit alesponi k37T In2 energie na kazdy vynulovany bitP} Béhem jednoho cyklu se Szilardovym

2Neni tady spor s tim, co jsme tvrdili v diskusi u obréazku m Postup ze stavu 1 do stavu 5 mizeme prece
obratit a z bitu o hodnoté R piejit zpét do neutrdlni, vynulované prostfedni polohy. Ale pozor - zdpadku tak
miizeme prenést do neutralni polohy poze tehdy, kdyz jeji poloha koresponduje s polohou molekuly. Vratné tak
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strojem jsme preménili kg7 In2 tepla na praci. Jestlize ale chceme tento cyklus zopakovat,
musime vynulovat pamét. Na to v8ak musime disipovat pfinejmensim stejné mnozstvi energie,
kolik ¢ini ziskana prace.

Dnesni odpovéd na vice nez stolety Maxwelliv problém tedy zni takto: ano, Maxwelltv
démon v principu miize fungovat, pokud svou ¢innost zac¢ne s Cistou paméti a jen do té doby,
nez ji zcela zaplni. Pokud mé pokracovat dale, musi svou pamét vynulovat. Toto vSak vyzaduje
predat do okoli minimalné stejné mnozstvi entropie, o jaké klesla entropie ,,tfidéného* systému.
Druhy termodynamicky zakon tedy zlstava neochvéjné na svém misté.

mizeme pouze ,odkopirovat® jednu ze dvou kopii bitu o stejné hodnoté, ne vSak vynulovat samostatny bit.



Kapitola 11
Tepelné kapacity krystalu

Statisticka fyzika dokaze vysvétlit tepelné kapacity latek a jejich teplotni zavislosti—alespon
tehdy, pokud nam nestoji v cesté prilis velké matematické komplikace. Ptikladem je pfiblizny
vypocet tepelné kapacity krystalickych latek. Zacnéme s nejjednodussim modelem a postupné
jej zpresnujme.

11.1 Model nezavislych klasickych oscilatoru

Predstavme si krystal jako utvar sloZeny z ¢astic (atomti nebo molekul), kmitajicich kolem
svych rovnovaznych poloh (viz obr. . Protoze kazda castice mize kmitat ve tfech smé-
rech, odpovida krystalu slozenému z N castic celkem 3N oscilatort. Pii teploté T ma klasicky
oscilator stfedni hodnotu energie kg1 a cely krystal ma tedy vnitini energii

(11.1) E = 3NkgT.

Tepelna kapacita pri konstantnich vnéjsich parametrech je derivace vnitini energie podle tep-
loty, tedy

(11.2) oy =98

Vza—T:?)NszgnNAkazgnR,

kde n je pocet moli, N4 je Avogadrova konstanta a R je univerzalni plynova konstanta. Vysledek
je nezavisly na teploté a fika se mu Dulongtiv - Petitiiv zakon. Ukazuje se, Ze je ¢asto v pomérné
dobré shodé s experimentalnimi daty—ale pouze za dostatecné vysokych teplot. Pti nizkych
teplotach C'y, krystali klesa, coz klasicka statisticka fyzika nedokaze vysvétlit.

11.2 Eisteinuv model

Einsteinovi se roku 1907 podarilo aplikovat prvni poznatky kvantové fyziky na model krystalu
a vysveétlit pokles tepelné kapacity s teplotou. Podobné jako v predchozim modelu je predstava
krystalu jako soubor nezavislych oscilatori, tentokrat ovsem kvantové mechanickych. Einstein
uvazoval situaci, kdy kazdy oscilator mé stejnou frekvenci w. Jak jsme ukézali diive, je stiedni

85
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Obréazek 11.1: Predstava krystalu jako 3N harmonickych oscilatori: kazdy atom mutize kmitat
ve tfech smeérech.

hodnota energie kvantového oscilatoru (pocitame-li energii od energie zakladniho stavu) rovna

(11.3) (B) = —o— = hw (e — 1) .

Vnitini energie souboru 3N takovych oscilatort pak je 3N (E) a derivaci podle teploty (nebo
podle /) dostavame tepelnou kapacitu

Co = OF 0 SNks(h)
Vomoar T TP 9 T (e — 1)
2 hw
hw o RpT
(11.4) — 3Nk (57)

hw 2
)
Tato pomérné komplikovana teplotni zavislost (viz obr. [L1.2]) se zjednodusi v extrémnich pfi-
padech vysokych teplot (kg7 > hw) a nizkych teplot (kg1 < hw).

P1i vysokych teplotach je vyraz v exponentu maly a exponencialu lze aproximovat jed-
nickou, pfipadné Taylorovym rozvojem s prvnimi dvéma ¢leny,

(11.5) €T 1+ ——

pokud se od exponenciély jednicka odec¢itai—jako ve jmenovateli rovnice ((11.4). Vyraz ((11.4)
pak prechazi v Dulongtiv - Petittv vztah Cy = 3Nkg = 3nR.

P1i nizkych teplotach je vyraz v exponentu velky a exponencialni funkce je mnohem vétsi
nez jedna—jednicku ve jmenovateli vztahu (11.4]) 1ze tedy proti exponencidle zanedbat. Vyraz
pro tepelnou kapacitu pak prechazi ve tvar

hw 2 _ _hw
11. ~ 3N — kBT
(11.6) Cy ~ 3Nkp (kBT> e *B

Tato funkce s klesajicim 7" velmi prudce klesa k nule.

Einsteiniiv model méa velky pfinos v tom, ze dokadze snadno zdivodnit experimentalné
prokazany pokles tepelnych kapacit s teplotou—kvantové harmonické oscilatory tvorici krystal
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yzamrzajl“ v zakladnim stavu. Jsou totiz schopny piijimat energii pouze po kvantech hw a
typické hodnoty energie kg1 pro nizké teploty je nedokazi excitovat. Model méa vsak i své ne-
dostatky: skutecny pokles tepelné kapacity neni tak prudky, namisto exponencialniho pribéhu
se objevuje kubickd zavislost, Cy oc T3. Problém je také s interpretaci frekvence w, krystalu
obvykle neodpovida pouze jedina frekvence, s niz mohou jeho ¢astice kmitat.

11.3 Debyetiv model

Zptesnéni Einsteinova kvantového modelu prinesl roku 1912 Debye. Podstata jeho modelu spo-
¢iva v tom, ze

e krystal nekmita na jediné frekvenci, chova se spise jako kvazikontinuum s téméf spojitym
spektrem frekvenci,

e pocet frekvenci je vSak omezen—vlnova délka stojatych vin nemiize byt kratsi nez mezi-
atomova vzdalenost.

Predpoklada se, Ze poc¢et moznych frekvenci v intervalu mezi w a w+dw je g(w)dw a tim padem
vnitini energie krystalu je

(11.7) E= [ o),
0 e

kde w,, je maximalni hodnota frekvence v krystalu. Pro vlastni vypocet vSak nejprve potiebu-
jeme urc¢it a) hustotu frekvenci g(w) a b) maximalni frekvenci wy,.

a) Pti uréovani g(w) se postupuje podobné jako v pfipadé elektromagnetického zareni. Pro
jednu polarizaci mtizeme najit pocet médu s velikosti vinového vektoru v intervalu (k, k + dk)
jako

(11.8) g1 (k)dk = Y 2ak

27?2
(index 1 znadi, ze se jedna o jedinou polarizaci). Je-li fazova rychlost vinéni nezavisla na frek-

venci a rovna v, je k = w/v a pro hustotu frekvenci dostdvame

(11.9) g1(w)dw = — —dw.

V krystalu vSak kazdému vlnovému vektoru mohou ptisluset tii riizné polarizace: dvé pro pficné
kmity a jedna pro podélné. Rychlost pti¢nych (transverzélnich) vin v; je odlisna (obvykle nizsi)
od rychlosti podélnych (longitudinalnich) vln v;. Pro hustotu frekvenci pak dostavame

(11.10) g(w) = %aﬂ (% - ig) .

vy

Pro snadnéjsi postup je vhodné pracovat se ,zprimérovanou“ rychlosti v, definovanou pomoci

1 1 /2 1
11.11 = Z 4+ =
— 53 ()
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takze vztah (11.10)) lze psat ve tvaru
3Vw?

2m2e3”

(11.12) 9(w)

b) Maximalni frekvenci w,, lze ziskat z predpokladu, Ze celkovy pocet frekvenci je 3N,
tedy

(11.13) / ™ g(w)dw = 3N,

Odkud plyne tento pozadavek? Cely krystal je tvoren N cCasticemi navzajem spojenymi pruz-
nymi vazbami. Tato soustava méa celkem 3N stupni volnosti, z nichz tfi pfipadaji na translac¢ni
pohyb hmotného stfedu soustavy, tii na rotace soustavy jako celku a zbyvajicich 3N — 6 stupnu
volnosti odpovida vzajemnym vibracim. Protoze N je velké—tadové Avogadrova konstanta—
lze vi¢i nému Sestku zanedbat a pocet moznych vibrac¢nich méda odpovidd vztahu (11.13]).
Dostavame tedy

3V wm
(11.14) —/ w?dw = 3N,
2203 J,
Vw?,
a tedy
2N 1/3
(11.16) wmz(GWV ) v.

Vnitini energie krystalu je tedy podle ({11.7))

Wm h(.&) 3V Wm hw3
E = / g(w)———dw —/ ———dw
0 e 0 e

kgT _ 1 271_2'[)3

kpT — 1

9N (¥ hw?
(11.17) = = ———dw.

hw

3
Wi Jo ekBT — 1]

Tento vztah si upravime substituci x = ,;&T a definovanim takzvané ,,Debyeovy teploty“ 6 jako
hw ho (672N \Y?
11.18 = —"=_— :
( ) kg kg < V )
Dostavame tak
T 4 r0/T 3
(11.19) E = 9NFwy, <—> / T da.
0 o €er—1

Tento integral nelze vyjadrit jednoduchym analytickym vyrazem jako funkci teploty. Mizeme
vsak opét uvazovat extrémni piipady vysokych a nizkych teplot.

Pro vysoké teploty 1" > 6 nabyvéa integracni proménné x v integralu (11.19) pouze malych
hodnot = < 1, takze vyraz ve jmenovateli lze nahradit ¢ — 1 ~ 1+ 2 — 1 = x a integral pak je

9/T $3 9/T 1 9 3
11.20 dx ~ 2de == | =
(1.2 [t [ re=g(z)
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takze vnitini energie je
T
(11.21) E =~ 3thm§ = 3NkgT.

Tomu odpovida tepelna kapacita
(11.22) Cy =3Nkp,

tedy Dulongtv - Petittiv zdkon vyplyva téz z Debyeova modelu pii vysokych teplotach.

Pfi nizkych teplotach je horni integra¢ni mez v rovnici (11.19) velkd, 6/7 > 1; pro tak
velké hodnoty integrac¢ni proménné x dominuje v integrandu jmenovatel s exponencialou a cely
integrand je pak prakticky nulovy. Horni mez pak lze priblizné nahradit nekone¢nem, tedy

0/T 3 0 3 4
(11.23) / T dr / T =" ~6,49,
g e*—1 o € —1 15

pricemz uvedeny analyticky vyraz pro integral s nekone¢nou mezi 1ze najit v tabulkach, ptipadné
overit numericky. Vnitini energie krystalu je pak

™9Nhw,, (T\* 37 T\*
E ~ " m () 20 N -
e () = Tnen (5)

L

3 T
(11.24) = 57r4Nk;B¥.

Derivaci podle teploty pak dostavame tepelnou kapacitu

12 T3
11.25 Cy = =m*Nkp—,
( ) v 5 Q B 03
¢ili Cy o< T3, jak odpovida experimentalnim dattm (pro srovnini priibéhu s Einsteinovym

modelem viz obr. [11.2)).

1t ol |
S os ;
O o6 0.1
0.4’{ 0.05
0.2 0
0 005 01 015 02
% 2 4 8 10

Obréazek 11.2: Srovnani zavislosti tepelné kapacity na teploté v Debyeové (plna ¢ara) a v Einstei-
nové modelu (¢arkovand cara; frekvence oscilatort je tu rovna maximalni frekvenci Debyeova
modelu, tedy w = kgl/h). Teckovand ¢ara je asymptotické chovani Debyeova modelu oc T°

podle rovnice ((11.25)).
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Li C Na Al Si Fe Cu Ge Ag W Au Pb
344 2230 158 428 645 470 343 374 225 400 165 105

Tabulka 11.1: Ptiblizné hodnoty Debyeovy teploty (v K) pro rtzné prvky (podle C. Kittel, In-
troduction to Solid State Physics, 7th ed., Wiley, 1996). Hodnota pro uhlik odpovida diamantu.

V predchozich vztazich vystupuje latkovy parametr 6, Debyeova teplota. Jakych hodnot
zhruba nabyva? Dosadime-li do vztahu pro maximalni frekvenci

5/ 6m2N

11.26 m =
(1.2 w =

v

hustotu poétu ¢astic N/V ~ 103°'m™3 a rychlost zvuku v krystalu v &~ 103m/s, dostavdme

hew
(11.27) = —" ~10°K.
ks

Hodnoty Debyeovy teploty pro nékteré prvky jsou uvedeny v tabulce [I1.1] Je vidét, ze nés
rfadovy odhad odpovida skutecnosti ve vétsiné pripadi. Za pokojovych teplot jsme vétsSinou
dostatecné vysoko nad Debyeovou teplotou, takze Dulongiiv - Petitiiv zakon pomérné presné
plati. Diamant mé naproti tomu Debyeovu teplotu mimofadné vysokou (atomy jsou namac-
kany k sobé tésnéji a frekvence jejich kmitt je velkd) a uz za pokojovych teplot se chova jako
Lkvantova latka‘.

8(E)
[arb. units]

AN

0 20 40 60 80
Ephon[meV]

Obrézek 11.3: Pribéh hustoty médh v zdvislosti na energii fononti, Eppen = Iw pro kiemik.

Ptinos Debyeova modelu spociva ve velice dobré shodé predpovédi s experimentem a ve
vysvétleni chovani Oy oc T pii nizkych teplotach. Podobné jako u Einsteinova modelu dochézi
k ,zamrzani“ vibra¢nich médi, nejprve ale zacnou zamrzat ty s nejvyssimi frekvencemi. Médy
nizkych frekvenci se chovaji klasicky az do dosti nizkych teplot—proto tedy neni pokles tepelné
kapacity tak prudky. Model méa vsak i svd omezeni: predpoladd harmonické chovani mddu
(coz vyluCuje vysvétleni tepelné vodivosti) a téz nezavislost rychlosti vin na frekvenci (nulova
disperze). Tvar hustoty poc¢tu médi na frekvenci g(w) byva v redlnych krystalech také dosti
odli$ny od naseho vztahu g(w) o w? (viz obr. - pfesto vSak se ukazuje, Ze vysledna tepelna
kapacita je pomérné malo citlivd na konkrétni podobu funkce g(w).
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11.4 Poznamky

11.4.1 Vliv volnych elektront

Na tepelné kapacité kovi se podileji nejen kmity mrizky, ale i pohyb volnych elektroni. Protoze
elektrony se v kovech za béznych teplot chovaji jako kvantové degenerovany fermionovy plyn
(viz kapitola o fermionech), je jejich piispévek k tepelné kapacité obvykle zanedbatelny. To
se vSak zméni za velmi nizkych teplot. Elektronova tepelna kapacita totiz zavisi na teploté
piiblizné linearné (Cyy =~ nyT, kde typicky v ~ 1mJ/(mol K?)) a kles4 tedy mnohem pomaleji
nez vibra¢ni tepelnéa kapacita timérnd 7%. Od uréitych teplot niZe (napf. pro méd od cca 4 K)
pak je elektronovy pfispévek dominantni a kov ma vétsi tepelnou kapacitu, nez predpovida
Debyeova teorie.

11.4.2 Einsteinilv model opét na scéné?

Ackoliv se Einsteiniv model bézné povazuje za ddvno prekonany, ukazuje se, ze v nékterych fy-
zikalnich situacich se mtze nadale alespon c¢astecné uplatnit. Nedavné experimenty s kovovymi
skly (¢ili amorfnimi kovovymi slitinami, viz napf. [M.B. Tang et al., Applied Physics Letters
86, 021910 (2005)]) prokazaly, ze k jejich tepelné kapacité prispivaji nejen oscilace debyeov-
ského typu, ale téz einsteinovské nezavislé oscilatory. Kdyz se z namérené tepelné kapacity u
slitiny Zrue 75 Tis 25Cuz 5sNijgBeor 5 rekonstruuje pribéh hustoty vibracnich médi, objevuje se v
ném pik u energii kolem 4,9 meV, tedy u frekvenci kolem 1,2 THz (byva nazyvan ,bosonovym
pikem*“). Pik vystupuje zfetelnd nad jinak debyeovské spektrum ~ w?. Existenci takového piku
potvrzuji i experimenty s rozptylem neutront (napi [A. Meyer et al., Phys. Rev. B 53, 12107
(1996)]). Odkud se takovy pik bere? Stéle se pfesné nevi. Spekuluje se s existenci lokalizova-
nych oscilatori—samostatnych atomi, uvéznénych uvniti vétsich mnohosténti z jinych atom.
Vnitini atom je jen velmi volné vazan ke svym sousedtim, takze jeho pohyb se témér netcastni
kolektivnich vibraci. Je toto spravné vysvétleni a jak to prokazat? Tteba tu pravou odpoveéd
najdete prave vy...

Teplotni senzor

Elektronické
zpracovani
signalu

Absorbér

Tepelny vodi¢

Rezervoar

Obrazek 11.4: Princip nizkoteplotniho mikrokalorimetru pro méfeni energie dopadajiciho zareni.
Energie nesend napi. rentgenovym fotonem ohieje absorbér a zvyseni jeho teploty detekujeme.
Tepelny kontakt s rezervoarem pak vraci teplotu absorbéru na nizkou hodnotu a proces se miize
opakovat.
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11.4.3 Mikrokalorimetry

K ¢emu je to vSechno dobré? Nizka tepelna kapacita znamena, ze i malé mnozstvi tepla zptisobi
pomeérné velkou zménu teploty. Vyuziva se toho pii konstrukei nizkoteplotnich kalorimetri,
slouzicich k méfeni energie dopadajiciho zafeni nebo ¢astic (viz obr. . Dopadajici castice,
pripadné kvantum zareni preda svou energii absorbéru a zvysi tak jeho teplotu. Zména teploty
se detekuje senzorem - termistorem, pripadné supravodic¢em pracujicim blizko kritické teploty
¢i jinym zarizenim. Napiiklad mikrokalorimetr vybudovany v laboratorich NIST v Coloradu
(viz napf. [D.A. Wolman et al., J. Microscopy 188, 196 (1997)]) pouziva jako absorbér desticku
stfibra o rozmérech 250pum x250pmx2pm ochlazenou na zhruba 100 mK umisténou na tenkém
supravodivém filmu. Zafizeni je chlazeno pomoci adiabatické demagnetizace paramagnetické
soli (viz kapitola o termodynamice). Cilem je méfit energii rentgenovych fotont. Dopadne-
li foton na absorbér, miize zvysit jeho teplotu tak, Ze film piejde ze supravodivého stavu do
stavu normalni vodivosti, coz se projevi docasnou zménou napéti na kontaktech. Po urcité dobé
(typicky 1 ms) se absorbér diky kontaktu s rezervoarem ochladi na ptivodni teplotu a dalsi foton
miize byt detekovan. Tento mikrokalorimetr dokaze mérit energie fotond napt. kolem 5 keV s
presnosti zhruba 7 eV.



Kapitola 12

Planckuv vyzarovaci zakon

Hledejme mnozstvi energie F(w)dw elektromagnetického zafeni v dutiné o objemu V', které
za tepelné rovnovahy pii teploté T pfipadd na interval frekvenci (w,w + dw). Zafeni v dutiné
muZeme povazovat za superpozici stojatych vin. Kazda takovato vlna se chova jako (kvantovy)
harmonicky oscilator. Pokud nebudeme uvazovat energii zakladniho stavu (energii vakua, kterou
fyzikalné nedetekujeme), ptipada na kazdy takovyto oscilator stiedni energie

hw

hw

exrt — 1

(12.1) E(w,T) =

12.1 Hustota modu

Zbyva tedy jesté urcit, kolik takovychto stojatych vin (médt) ma frekvenci v intervalu (w, w +
dw). Oznacme tento pocet g(w)dw. Pro jednoduchost uvazujme krychlovou dutinu o hrané délky
L; frekvence w zavisi na vinovém ¢isle k jako w = kc, kde k = \/kZ + k2 + k2 a k, = Tn,, atd.,

a ng, Ny, a n, jsou piirozend ¢isla od 1 do nekonec¢na. Frekvenci pak miZzeme vyjadiit jako

(12.2) w=%,/n%+n§+ng.

Urceme nejprve pocet N (w) médi, které maji frekvenci nizsi nez w. Tento pocet bude pfi-
blizné roven objemu osminy koule o poloméru n,.,, vynasobenému poc¢tem moznych polarizaci
pripadajicich na kazdou trojici (ng,n,,n.) (viz obr. [12.1). Polomér ny. ziskdme ze vztahu
W = FNmax a Na kazdy vlnovy vektor piipadaji dvé ortogonalni polarizace; mame tedy

Lw
12.3 o
(12.3) n —
a
1 4
Nw) = 2- 3 gﬂnilax
Vw?
12.4 = — .
(124) 3m2c?
Hodnotu g(w)dw dostaneme diferenciaci pfedchoziho vyrazu, g(w)dw = dN (w), tedy
Vw?
(12.5) g(w)dw = —oa -
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ffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,

,44"4:’4,‘“
®-6-06

Nmax N,

Obrazek 12.1: K urceni po¢tu médu s frekvenci mensi nez w, dvourozmérny piipad.

12.2 Planckovo rozdéleni

Mnozstvi energie zafeni s frekvenci v intervalu (w,w + dw) pak je

hew Vh WP

i 9(W)dw = = —
ext — 1 TeC? exr — 1

dw.

(12.6) E(w)dw =

Mnozstvi energie lze vyjadiit téz pomoci vlnové délky zafeni A pomoci vztahu w = 2mc¢/ A,
jehoz diferencovanim dostaneme

(12.7) dw = —=—d\.

Dosazenim vztahu pro w a dw do rovnice ([12.6), pfi vypusténi zaporného znaménka (jehoz
vyznam je v tom, ze pokud zvySujeme frekvenci, vlnovélka se zkracuje a naopak) dostaneme

(12.8) EOdA = —oVhe oy

AP <6A}ILTCT — 1>

Teémto vztahtim se fikd Plancktv vyzarovaci zakon - urcuji, jak je energie zafeni rozprostiena
ve spektru.

Tvar funkci E(w) a E(\) je zakreslen pro nékolik riznych teplot na obréazcich. Z nich je
ziejmé, Ze

e funkce nabyvaji nulovych hodnot pro argument roven nule i jdouci k nekone¢nu, mezi
nimi je jedno maximum

e s rostouci teplotou roste funkéni hodnota pro kteroukoliv hodnotu argumentu,

e s rostouci teplotou se poloha maxima posouva k vyssim frekvenc¢nim hodnotam a k nizsim
hodnotam vInové délky.

Pro zkoumejme nyni limitni chovani téchto funkei pro nizké frekvence (a dlouhé vinové délky)
a poté pro vysoké frekvence (a kratké vinové délky).
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Obréazek 12.2: Rozlozeni energie tepelného zatfeni ve frekven¢nim spektru a ve spektru vlnovych
délek.

12.3 Rayleighuv - Jeansuv zakon

Pii frekvencich velmi nizkych ve srovnani s kT'/h je Z—“; < 1 a tedy lze exponencialu nahradit
linearni funkci,

hw hew
12. — =14+ —=
(12.9) exp (k:T) + T
a podobné
he he
12.10 ~1 .
(12.10) P (AkT) TNT
Dosazenim do vztahu (12.6) dostaneme
Vh w3 VETwW?
(12.11) E(w)dw ~ 7 W= dw
a podobné dosazenim do (|12.8)) dostaneme
h kT
(12.12) E(\)d\ ~ SWh ¢ g STV
A° (1 T T 1) At

Tyto rovnice fikaji, ze hustota energie roste s frekvenci kvadraticky, pfipadné s klesajici vinovou
délkou roste s prevracenou ¢tvrtou mocninou vinové délky. VSimnéme si, ze v téchto rovnicich
viibec nevystupuje Planckova konstanta. Rovnice tohoto typu byly odvozeny pro vyzatfovani
¢erného télesa pred objevem kvantové fyziky. Podle svych ptvodct se jim fikd Rayleightiv-
Jeansuv vyzafovaci zakon (nejsnaze bychom se k nim dostali, pokud bychom za st¥edni hodnotu
energie jednoho mddu elektromagnetického pole dosadili k7" a vynasobili frekvencéni hustotou
médi z rovnice ((12.5)). Problém nastane, pokud Rayleightiv-Jeanstiv zdkon pouZijeme pro
prilis vysoké frekvence (¢ili kratké vinové délky) - hustota energie pak roste nade vSechny meze.
Tomuto paradoxu se fika ultrafialova katastrofa—jakékoliv zahtaté téleso by veskerou svou
energii v nekonecné kratkém case vyzarilo na nekonecné vysokych frekvencich. Tento paradox
nasel své rozfeseni praveé v kvantovani energie elektromagnetického pole, vedoucimu k Planckovu
vyzafovacimu zakonu.
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12.4 Wienuv posunovaci zakon

LTI 4

d vh 3 <€%’1> — MeiF
_ 2
(12.13) —E(w) = Y ” —,

kde pravéa strana nabyva hodnoty 0 pro w = 0, nebo pro w — oo (jmenovatel) a nebo pro
nulovou hodnotu citatele. V ¢itateli vystupuje frekvence vzdy jako soucast vyrazu %, takze
hodnota ¢itatele bude nulové, pokud bude 2 nabyvat uréité konkrétni hodnoty &, ktera je

kT
feSenim rovnice
(12.14) 3(ef —1) — £ = 0.

Tuto rovnici lze fesit numericky, pricemz dostaneme & =~ 2,821, a tedy frekvence w*, ktera
odpovida maximu rozdéleni hustoty energie je dana jako

. kT kT
(12.15) W' =€ 2,821

Poloha maxima ve frekvenc¢nim spektru se tedy linearné posouva s teplotou—tomuto pravidlu
se Tika Wientv posunovaci zakon.

Podobnym zptusobem muZeme najit i polohu maxima pro funkci F()), v tomto piipadé
dostaneme pro vlnovou délku \*, na které je maximum energie,

he

(12.16) T ¢
kde ¢ je feSenim rovnice
(12.17) 5(e* —1) — &e* =0,
jejiz numerické teseni dava ¢ ~ 4,965 a tedy
he he

(12.18) X

T KT T 4, 965KT

Vlnova délka, na které ma zafeni maximalni energii, se tedy posouva nepiimo imérné teplote.
Otézka k zamysleni: pro¢ neni w* rovno 2wc/A*?

12.5 Celkova energie zareni

Jakd je celkova energie elektromagnetického zafeni v dutiné o objemu V' pfi teploté 77 Vyraz
(12.6) integrujeme pres vSechny frekvence,

o) 0 3 4T4 0 3
(12.19) E(T,V) = / E(w)dw = X / S = VE / S
0 0 0o €

2c3 | m2c3h3 -1
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Posledni integral jiz neobsahuje zadné fyzikalni parametry, je to jednoduse ¢iselna konstanta,
jejiz hodnotu lze nalézt v tabulkéach:

o) $3 7T4
(12.20) /0 o LA
takze
(12.21) E(T,V)=aVT*,
kde
(12.22) a= % A~ 7,56 x 10716

m3K4"

12.6 Intenzita vyzarovaniz dutiny, Stefaniiv - Boltzman-
nav zakon

Bude-li v dutiné maly otvor o plose S, jaka bude intenzita unikajiciho zareni? Uvazujme mnoz-
stvi energie, které za jednotku casu unikne otvorem dutiny. Zareni v dutin€ je izotropni, takze

N7

mnozstvi energie Sifici se uvnitt dutiny do prostorového tthlu df? je tomuto thlu tmeérné,

T4
(12.23) E(V,Q)dQ = “Z <,
T

z dutiny unikne energie zafeni, které se Sifi ve sméru otvoru a za danou casovou jednotku se
k otvoru stihne dostat. Zareni Sirici se pod thlem 6 k normale otvoru se k otvoru dostane z
objemu o velikosti Sct cos 6 (viz obr. ; elementarni prostorovy thel odpovidajici sméru 6, ¢
je d€) = sin6dfdy , takze celkova unikla energie za ¢as t bude

i

Obréazek 12.3: Zafeni z dutiny, které unikne otvorem o plose S..

+T4 2w w/2 1
(12.24) E(t) = ¢ / dy / sin 0 cos 0df = ~aSctT*.
4T 0 0 4
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Intenzita zafeni je mnozstvi vyzarené energie za jednotku ¢asu na jednotku plochy, tedy

FE ac
12.25 =B % g
(12.25) S 4 gL
kde
ac w2kt W
12.26 — = " _~567x10°8
(12.26) T4 T g0 TP ke

je Stefanova - Boltzmannova konstanta a vztah (12.25)) je Stefantiv - Boltzmanntiv zakon.



Kapitola 13

Kvantova statisticka rozdéleni

13.1 Nerozlisitelnost ¢éastic

Postulat kvantové mechaniky 1ika, ze totozné ¢astice jsou principialné nerozlisitelné. Znamena
a b ¢ a b ¢

to mimo jiné, ze ° o 2 ® ®  jsou dva rizné stavy, pokud jsou &astice a,

bac rozliéitelné,aafe jedna se o j(;dgl a tentyz stav, pokud a, b, ¢ jsou tfi totozné castice.
Presnéji vyjadieno, vinové funkce soustavy totoznych castic museji spliiovat urcité pozadavky
na symetrii: vilnové funkce bosont (celo¢iselny spin) jsou symetrické vzhledem k zaméné dvou
Castic, tedy ¥(r1,72,73,...) = ¥(ra, 71,73, ... ) atd. Vinové funkce fermiont jsou naproti tomu
antisymetrické, tedy pii zadméné dvou Castic méni znaménko na opacné: ¥ (ry,re,73,...) =
—(rg, 71,73, ... ), atd.

Jak se tato vlastnost projevi na fyzikalnich vlastnostech? Uvazujme pro jednoduchost ¢tyii
totozné bosony, ¢tyii totozné fermiony a Ctyfi rozlisitelné c¢astice a zkoumejme mozné obsazeni
jejich kvantovych stavi:

Bosony:
.7
F
atd 4 4
o 00— —— —0—
o000 000 0O — e — —o—
1x 1x 1x 1x 1x
Fermiony:
.7
F
P atd. .. ..
o000 000 0O — e — —eo—
0x 0x 0x Ix 1x
RozlisSitelné castice:
.7
F
oo atd .. ..
o000 o000 0O —— —eo—
1x 4 x 6 x 24 x 24 x

Lze ocekéavat, ze bosony budou mit tendenci sdruzovat se na nejnizsich energetickych
hladinach. Pii dané teploté tak budou mit bosonové systémy nizsi energii nez odpovidajici

99
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systém totoznych castic. Naopak fermionové systémy budou mit pii dané teploté vyssi energii
oproti systémim rozlisitelnych c¢astic.

Jaka bude stiedni hodnota 7, po¢tu ¢éastic v ktém stavu?

13.2 Matematicky popis systému totoznych castic

Pro rozligitelné &astice plati Zy = ZN. Jako prvni odhad statistické sumy pro nerozlisitelné
castice 1ze pouzit vztah korigujici permutace mezi ¢asticemi,

1

(13.1) Iy = MZ{V.

Tento vztah je ale pouzitelny pouze tehdy, je-li velice mala pravdépodobnost toho, ze dvé ¢astice
(nebo vice ¢astic) budou ve stejném stavu - tedy pii velkych teplotach a nizkych hustotach
¢astic. Vyborné tak tento vztah vyhovuje pro popis molekulovych plynt za normalnich teplot.
P1i vysokych hustotach (napf. elektronovy plyn v kovech) nebo nizkych teplotiach (supratekuté
helium pfi ~ 3K, opticky chlazené atomérni plyny s teplotami ~ 100nK) je vSak nepouzitelny.
Musime zvolit jiny pfistup.

13.2.1 Reprezentace kvantového stavu pomoci obsazovacich cisel

Misto symetrizované (tedy bosonové) vlnové funkce ve tvaru

(w1, 29, 23) = A[1(21)Y1(72)2(23) + P1(21) Y1 (23)2(72) + 1 (22) 1 (23) 2 (1)]

lze jednoduseji psat

S O = N

(13.2) 0y =

coz znamena, ze dvé Castice se nachazeji ve stavu 11, jedna Castice je ve stavu 1 a dalsi stavy
jsou neobsazené. Celkova energie stavu

ny
U

(13.3) =

pak je

(134) E = n1E1 + n2E2 +--= anEk,
k
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kde ny; +mny+--- = N je pocet vSech castic. Statistickd suma takovéhoto systému pak mé tvar
(13.5) N = Z e P EitnaEat...)
ni+ng+--=N
o0
(13.6) = Z H e BB
> =N k=0

Vypocet konkrétni hodnoty tohoto vyrazu je vSak obvykle prakticky nemozny. Pokud by se
mohlo s¢itat pfes vsechny hodnoty nj bez podminky >, ny = N, bylo by mozno zaménit potradi
sumace a nasobeni. V takovém pfipadé by se statisticka suma vypocitala pomérné jednoduse.
podminka ), n, = N by vSak nemohla byt zachovana.

13.2.2 Statisticka suma

Pro praktické vypocty se pouziva kompromis: uvazuje se systém s proménnym poctem castic
(tedy patfici do grandkanonického ensemblu), pro ktery vSak budeme pozadovat kromé zadané
teploty také dany stredni pocet castic N. Uvazujeme tedy situaci, kdy pocet ¢astic neni zadan,
ale mize fluktuovat kolem své stfedni hodnoty. Relativni fluktuace viak klesaji jako 1/v/N a
jsou tedy v pripadé makroskopickych systému zanedbatelné.

Rekapitulace zakladnich myslenek grandkanonického ensemblu:

Systém c¢astic je v rovnovaze s rezervoarem castic, ¢astice mohou prechazet obéma sméry. Rov-
novahy bude dosazeno, pokud chemicky potencial p castic v systému je roven chemickému
potencialu castic v rezervoaru. Hodnota u se ziska jako Lagrangetiv multiplikator pfi maxi-
malizaci poc¢tu realizaci stavii v mnoziné identickych systémut za podminky fixované celkové
energie a fixovaného celkového poctu ¢astic. Pro systém, ktery si mtize s rezervoarem vymeério-
vat jeden druh castic je pravdépodobnost realizace kvantového stavu k s energii Ej v systému
s N Casticemi je

_ b ameu
(13.7) Py(N) IO0E ,
kde
(13.8) QB p) = e )
kN

je grandkanonickd statistickd suma.

Fyzikalni vyznam chemického potencialu je energie, kterou je potieba ze systému odebrat, aby
pri pridani jedné Castice ziistala entropie konstantni. Pokud si soustava vyménuje s rezervoarem
vice druhii ¢astic, je grandkanonicka statisticka suma

(139) Q(ﬁ7 U1, 2, - - - ) = Z e—B(Ek—#lNl—uzNz..._uka...)’

k,N1,N3,...

kde N}, je pocet castic ktého druhu.
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Pouziti formalismu grandkanonickho ensemblu pro kvantové systémy totoZnych
castic
1. Systém predstavuje soubor neinteragujicich ¢astic, které mohou byt v kvantovych stavech

1,2,..., k... senergiemi Fy, Fs, ...

2. Pokud je ny Castic v prvnim kvantovém stavu, ny ve druhém stavu, atd., bude celkova
energie systému nq Fy +ngFo + - - - +np By + . ..

3. Grandkanonickd suma této soustavy pak je

(13.10) Q= ZZ Z o= Bln1 Erna Bo+ )= p(nina+...)]

niy no
Rovnice ((13.10)) se da pfepsat ve tvaru

(13.11) Q= Z e~ BEI—p)n1 Z o BEa—mnz o Z o~ BE—mne
ni n2

Nk

Stredni pocet ¢astic v ktém stavu pak je

(13.12) i = QZZ Z e Pl (Br—p)na(Ba—p)+.

ni ng
Z e~ BE1—pn1 Z B(Ea—p)na < . Z nke—B(Ek—#)”k ]
_ n1 23
(13.13) = an o B(E1—pn1 % Z e—B(E2—pns w . an e B(Ex—pnk
(13.14) D oy, EE —B(Ep—p)ni

an e~ B(Ex—p)ng

Podobné jako v piipadé kanonického ensemblu, pro ziskani této stfedni hodnoty neni nutno
provadét dvoji sumaci. Pokud vypocteme

(13.15) Qi = Zefﬁ(Ek*u)nk
ng
dostévame
_ 1 0Qx
13.16 N = — .
( ) g Qr(Er — ) 08

Parametr ;1 pak ziskdme z pozadavku, aby celkovy stfedni podet viech ¢astic N = Y, iy, byl
roven poctu C¢astic v systému.

Pro dva druhy kvantovych ¢astic - bosony a fermiony - vypada sumace v rovnici (13.15)) odlisné:

Bosony

V ktém stavu miize byt libovolné mnoho ¢astic, tedy ny = 0,1, 2, ... 0o. Sumaci v rovnici (13.15))
dostévame

BE) (Bo—p)n 1
(13.17) Zoe = T
nk



13.3. VLASTNOSTI JEDNOTLIVYCH ROZDELENI 103

(Pozn.: aby tento zlomek byl koneény pro vSechny hodnoty energii, je tfeba aby p < 0.) Derivaci
jako v rovnici (13.16]) pak ziskdme

_(BE) 1
(13.18) W = S

coz je Boseho - Einsteinovo rozdéleni. Udéava stfedni pocet bosonti pripadajicich na jeden kvan-
tovy stav s energil Ej, pii teploté T = 1/(kf3), pficemz hodnota p se uréi ze znalosti celkového
poctu Castic v systému.

Fermiony

V kazdém kvantovém stavu miize byt pouze 0 nebo 1 ¢astice, sumace v rovnici ((13.15)) ma tedy
pouze dva cleny,

1
(13.19) QD) = 3 e B = 1y =B B,

ng=0

Derivaci pak ziskdme

_(FD) _ 1
(13.20) Y = ST

coz je Fermiho - Diracovo rozdéleni. U tohoto rozdéleni mtize byt parametr p jak kladny tak i
zaporny. Pro nulovou teplotu je parametr p kladny a nazyva se Fermiho energie.

Pro srovnani: u systému rozlisitelnych c¢astic plati

N
(13.21) A = Npp = BB
2

a kdyz forméalné polozime pu = %ln Zﬁl, dostavame

_(rozlis.) 1
(13.22) e =

13.3 Vlastnosti jednotlivych rozdéleni

e Pro vysoké teploty a vysoké energie (Er — p > kT) plati, Ze P Ee=1) > 1 a Bose
- Einsteinovo rozdéléni, Fermi-Diracovo rozdeéleni, i rozdéleni rozlisitelnych castic dava
stejné vysledky (viz obr. [13.1),

(13.23) AP~ plFP) m plrodis),

Pozor! Hodnota 1 sama zavisi na teploté; v obrazcich vystupuje parametr o = pu(7° = 0).
e U Fermiho - Diracova rozdéleni plati, ze 1 + e#Fx=#) > 1 a tim padem

(13.24) AP < 1.

Toto je v souladu s Pauliho vylucovacim principem, podle kterého nemitize byt jeden
kvantovy stav obsazen vice nez jednim fermionem (viz obr. [13.2]).
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0.4

f(E) 0.35¢
0.3r

0.25¢
0.2f
0.15¢
0.1f

0.05¢

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
E/Iu |

Obrazek 13.1: Srovnani rozdéleni Bose-Einsteinova (BE), Fermi-Diracova (FD) a rozdéleni roz-
ligitelnych ¢astic (rozl.) pfi vyssich teplotach.

e Pii teploté 0K je f — oo a

Y

B(Br—) 0 pro By >
(13.25) e ~ { . Db

z ¢ehoz plyne, ze pti T — 0

Y

_(FD) 0 pro Ej > 1
(13.26) Al { X s

tedy pfi nulové teploté mé p vyznam posledni obsazené energetické hladiny.

e Pfi nenulovych teplotach plati pro stav s energii £, =

1 1
7(FD) _ =
(13.27) M= ey o

E) 1
RE) T=0.01J%0

0.87

0.6

0.4r T=0.5JJ%()

0.2f

E/uq

Obrazek 13.2: Fermiho - Diracovo rozdéleni pfi rtiznych teplotach.
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13.4 Vlastnostiidealniho fermionového a bosonového plynu

Zanedbava se interakce ¢astic (idedlni plyn), je vSak tfeba uvazovat spin ¢astic a to, Ze jsou
nerozlisitelné. Céstice s celo¢iselnym spinem se iidi Boseho - Einsteinovym rozdélenim, zatimco
castice s poloc¢iselnym spinem se idi Fermiho - Diracovym rozdélenim.

vvvvvv

(13.28) n(E)dE = ¢(E)f(E)dE,

kde n(E)dE je pocet ¢astic s energiemi v intervalu (E; E 4+ dFE); f(F) nyni oznacuje pfislusnou
rozdélovaci funkei,

1

(13.29) f(E) = E L]

a g(F)dE je degenera¢ni faktor, tedy pocet stavi s energiemi v intervalu (E; E + dFE). Funkce
g(E) zavisi na konkrétnim typu vnéjsiho potencidlového pole, zatimco f(F) je stejna pro
vsSechny c¢astice daného typu.

13.4.1 Degeneracni faktor

Uréeme degenera¢ni faktor g(E)dE pro idedlni nerelativisticky plyn uzavieny v krychli o hrané
délky L. Nejprve uréeme pocet stavii s energii mensi nez E, ozna¢me ho N'(E). Pro energii jako
funkci kvantovych ¢isel n,, n,, n, plati
2 T2h2

(13.30) E= 2p—m = o (mh )+ nd).

Vsechny kvantové stavy (s vyjimkou spinu) lze tedy znézornit pomoci bodi t¥irozmérného pro-
storu se soufadnicemi (n,,n,,n.). Pocet stavli s energil mensi nez E pak odpovida objemu
osminy koule s polomérem ny., (viz obr. pro dvourozmérny piipad), vynidsobenému spi-

novou multiplicitou g kazdého stavu, kde

Th*
(13.31) B =g s Mmax:
cili
L
(13.32) Nmax = V2m—EY2.
wh
Tim ziskame
14
(13.33) N = 33 max
9 52 V. 3
(13.34) = 67r(2m) / WE/

Derivaci tohoto vyrazu pak dostaneme ptislusny degenera¢ni faktor: protoze dN (E) =
g(E)dE, dostavame
AN(E) g 1%
13.35 E) = = = (2m)3?—— E'/2,
(13.35) o) = T = L omp_
Faktor g fik4, kolik spinovych stavi pfislusi stavu popsanému kvantovymi ¢isly (n,, ny, n.); pro
elektrony se spinem 1/2 je g = 2, atd.
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13.4.2 Vypocet Fermiho energie

Uréeme hodnotu Fermiho energie p pro elektrony v kovu (tedy nerelativistické ¢astice) pii
teploté T' = 0K, je-li dan pocet elektronti v objemové jednotce ng. Staci vyjit z podminky pro
celkovy pocet ¢astic v jednotkovém objemu

9 3/2 o
(13.36) no = —/ %( ”;;3 /El/QdE
T 0
g (2m)*?2
13. = 3/2
(13.37) 4 3 ’

odkud plyne

6> 23 p2
g ) 2m’

(13.38) p= (
13.4.3 Stredni energie pri nulové teploté

Jednoduchym vypoctem lze urcit stfedni energii fermionu pti teploté T' = 0K, je-li ddna Fermiho
energie

1 [ cv o[*
13.39 EY = — Eq(E)f(E)E = —— | E*?dE
( ) (E) Vo Jo 9(E)f(E) Vi
(13.40) — gﬂ-

13.4.4 Degeneraéni faktor g(F) pro ultrarelativisticky plyn

Situace, kdy klidovd hmotnost ¢astic je zanedbatelnd vzhledem k p/v, tedy m ~ 0 a energie je

he
(13.41) E = pe = hick = % n2 +n2 + n2.
Podobné jako v predchozim ptipadé je pocet stavi dan
14
(13.42) N(E) = g==mng ..
83
kde vSak npayx je
EL
13.43 max — 3
( ) " herm
takze
g VE3
13.44 Ey=2nr———
(13.44) N(E) =55

Derivaci podle E pak ziskame

(13.45) g(E) =
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13.5 Energie a tlak idealniho fermionového a bosonového
plynu
Pii vypoctech vychazime ze vztahu ([13.28]), ktery pak sc¢itdme pies vSechny kvantové stavy;

protoze muzeme uvazovat kvazispojité spektrum energii, 1ze pracovat i s fazovym prostorem.
Pak lze pro stiedni pocet Castic v elementu fazového prostoru d® psat

9

(13.46) n(@)d = 2

73 /E(P)]d®,

kde g je spinova multiplicita stavi. Ekvivalenci obou postupt si mizeme provérit napr. pii
vypoctu vnitini energie systému, jinak si lze vybrat vhodnéjsi metodu podle situace.

13.5.1 Nerelativisticky plyn

Vypocet pres energetické stavy

E = /Ooon(E)EdE:/ooog(E)f(E)dE

Vv

—3/0 E*?f(E)dE.

g
(13.47) = 2 (2m)3/? —r

4

Vypocet pres fazovy prostor

/E(CI)) d<I>——/ Jd®
— / dp/ de/ ( 2)p281n9:%-2ﬂ-2/0w%f(%>dp

14 3/2
/0 E¥*f(E)dE.

eyl
I

_ 9 3/2
(13.48) = 7 (2m) / =

13.5.2 Relativisticky plyn

Vypocet pres energetické stavy

_ oo gv o0 3
13.4 E = EYEdE = —— E°f(F)dE.
(13.49) | nepie = s [ B
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Vypocet pres fazovy prostor

h? TR

= ch/ / / pf(pc)p? sin Odpdhdy

(13.50) - h Weor. 2/ P Fpeydp = — 2 /OOOE?’f(E)dE.

2233

E = /En((b)d(I)_— Bf(@)do - I¥- | pef(pe)

13.5.3 Souvislost mezi energii a tlakem u idealniho fermionového a
bosonového plynu

Nerelativisticky pripad

Primérny tlak na sténu nadoby od jedné castice:

p = fprum . Ap . 2vax _ DPzUr p?g

(13.51) S AtS 2SOV omV’

Celkovy tlak P ziskdme integraci ptfes fazovy prostor @,
2
x g 2 p
P = P)dd = —— — | d®
/m th/pmf <2m)
= h3V / / / p? cos Qf( )p sin Odpdfdp
= —/ pf dp27r/ cos® # sin Od6
mh3 0

21
= I (am)22m / E¥2f(B)dE
32 J,

h3

29 (2m)*? [~ 4 2F
13.52 = B3 f(EYIE = ==,
(13.52) 34 m2h3 /0 f(E) 3V

Ultrarelativisticky pripad

Vztah mezi energii a hybnosti je E = pc; prispévek ke tlaku od jedné castice ma tvar

PauCCOS 6

13.53 P =
(13.53) -

a tlak ode vsech castic pak je

P _ /ch‘c;OSGn(q))dq)_ 87r3h3V/ / / pcos® Of (pc)p? sin Odpdfdyp

gc 2 [ o4 3
= 2= E°f(E)dFE
s | i - e / 7(B)
g * 3 E
13.54 = — E°f(E)dFE = —.
(13:54) 6W2h3c3/0 J(E) 3V
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13.5.4 Degenerac¢ni faktor v obecném relativistickém pripadé

Pfi uréovani poctu stavii pfipadajicich na interval energii (E, E + dE), tedy g(E)dE jsme
uvazovali zvlast nerelativisticky ptipad, kdy kineticka energie je imérné p? a zvlast ultrarela-
tivisticky piipad, kdy energie je imérna p. V nerelativistickém piiblizeni je g(E) oc E/2, pro
¢astice s rychlosti svétla je zase g(F) o< E%. V obecném piipadé ma funkéni z4vislost g(E) tvar
jako na obr. [13.3] Zkusme najit explicitni vyjadieni pro g(E) a ukazat, ze pro Ey < mgc? a pro
E > mgoc? piechazi tato funkce v limité k ptivodnim piibliznym tvarfim. Najdéte polohu E7
inflexnfho bodu. Redeni: obecné E = /m3ct + p2c?; g(E) = 5= (E — Eo)Y*(E + Ep)'/?E.

: 87 /// n
o 7
© 77 // 7
o /
A< 7
N— //
~ 5r 7 :
~ L7
[u— 47 // i
-~ .7
Q3 ,
S0 of //// I
1+ ////////////’/"/ J
0 ,4"/\/ L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
E/mgc?

Obrazek 13.3: Obecné zavislost degenerac¢niho faktoru na celkové energii ¢astice.

Inflexni bod ziskdme z ¢"(E) = 0 pro BT = \/2/3moc? &~ 1,22mqc.
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Kapitola 14

Fermionovy plyn

14.1 Tlak elektronu

Odhadnéte tlak elektront v kovech pfi T = 0K. Regeni:

18 1 3 1

P#iblizné ng ~ 103°m=3, p ~ 107J, tedy P ~ 10" Pa.

14.2 Velikost bilych trpaslikt

Bily trpaslik je hvézda, ktera spotfebovala své jaderné palivo a tlak zafeni a atomového plynu
nedokazal zabranit gravitacnimu hrouceni. Dalsimu hrouceni nyni brani tlak degenerovaného
elektronového plynu. Cisté na zéklads vztahtt (14.1) a (13.38) a odhadu gravita¢niho tlaku
miiZzeme najit souvislost mezi hmotnosti a velikosti bilého trpaslika fadové odhadnout velikost
takovéhoto objeku, pokud by mél hmotnost Slunce. Pro tlak elektronového plynu tedy mame

1 1 n 5

P = gnoﬂzg(372)2/3%no/
(14.2) ~ h—2n3/3
m )

kde, protoze nam jde pouze o fadovy odhad, neuvazujeme c¢iselné faktory, jejichz vysledna
hodnota je fadu 1. Tlak, ktery vyvolava tiha hvézdy lze fadoveé odhadnout z velikosti gravitacni
sily ~ kM?/R? (k je gravita¢ni konstanta, M je hmotnost hvézdy a R jeji polomér), které ptisobi
na plochu ~ R?, tedy

Kk M?
RY

(14.3) P~

Pocet elektronti na jednotku objemu dostaneme z tivahy, ze elektront je ve hvézdé zhruba
stejné jako protoni a neutronti, které tvori hlavni ¢ast hmotnosti télesa, tedy pocet elektroni

111
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je ~ M/m, (m, je hmotnost protonu) a jejich hustota je ny ~ M/m,R*. Porovnanim vztaht
pro tlak tedy dostaneme

/ﬁ?M2 ~ h2 5/3
RE T om °
h2M5/3
(14.4) R —E
mmy' ~ R3
odkud ziskame vztah pro polomeér
h? 1
(14.5) R~ —m o ——.
Hmmf/g M3

A¢ by byl presnéjsi vypocet komplikovanéjsi, z této jednoduché tivahy plyne tvar zavislosti
R « M~3 tedy s rostouci hmotnosti se velikost bilého trpaslika zmensuje. Pro slune¢ni
hmotnost M = 2x10% kg z dostavame R ~ 107 m, tedy 10 tis. km, coz je fadové velikost
Zemé. To je vcelku slusny odhad: napt. bily trpaslik Sirius-B, ktery ma zhruba stejnou hmotnost
jako Slunce, mé polomeér zhruba 5,9 tis. km. Poznamenejme jesté, ze uvedeny vztah nemtize
platit pro libovolné hmotnosti, nad tzv. Chandrasekharovou mezi, coz je zhruba 1,4 slunec¢ni
hmotnosti, jiz ani tlak elektronového plynu nedokaze zabranit hrouceni hvézdy, elektrony s
protony splynou v neutrony a vznikne jesté kompaktnéjsi objekt - neutronova hvézda (pfipadné
¢erné dira).

14.3 Richardsonova - Dushmanova rovnice: hustota ter-
moemisniho proudu

Rozzhavime-li kousek néjakého kovu, budou z néj emitovany elektrony. Na tomto principu
funguji katodové televizni obrazovky. Poprvé si tohoto jevu vsiml roku 1873 britsky profesor
Frederick Guthrie, kdyz zjistil, ze pokud elektricky nabije kovovou kouli a rozzhavi ji, koule
ztraci naboj, je-li nabita zaporné, avsak ponechava si kladny naboj.

Problému lze rozumét na zakladé jednoduché tvahy: elektrony jsou vazany v kovu jako v
potenciadlové jamé. Na to, aby unikly, potfebuji ziskat dostate¢nou energii. Jednou z moznosti je
dodat jim energii elektromagnetickym zafenim (fotoelektricky jev), jind moznost je kov zahtat.
Schematicky je situace zndzornéna na obr. [14.1] Naprostd vétsina elektronti mé energii pod
Fermiho hladinou, pfi konecné teploté vsak ¢ast elektronii ma dostatecné velkou energii na to,
aby prekonaly vystupni praci WW.

Vypoctéme j,., tedy slozku proudové hustoty od elektront, které prekonaji potencialovou
bariéru. K této proudové hustoté prispivaji elektrony v riiznych kvantovych stavech - mizeme
uvazovat, ze to budou vsechny ty, jejichz kinetickd energie ptipadajici na pohyb ve sméru
bariéry p?/2m bude vétsi, nez vyska bariéry u + W. Piispévek k proudové hustoté dj, bude
umérny naboji elektronu ¢, rychlosti elektronu ve sméru z, tedy p./m a poctu elektroni ve
stavu odpovidajicimu elementu fazového prostoru dx dy dz dp,dp,dp.. Protoze jde o proudovou
hustotu, vse musime vztahnout na celkovy objem V. Pocet castic v jednom kvantovém stavu
charakterizovaném prostorovymi soutfadnicemi (z, y, z) a hybnostmi (p, py, p.) je podle Fermiho
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kov vakuum X

Obréazek 14.1: Potencialni energie elektroni na rozhrani kovu a vakua, Fermiho energie u,
vystupni prace W a pribéh cetnosti elektront s danou energii pii nenulové teploté. .

- Diracova rozdéleni
g

p2+pZ+p2 !
2m —H 1
exXp | — 47— +

kazdy takovyto stav zaujiméa objem h® v Sestirozmérném fazovém prostoru. Degeneraéni faktor
g je roven dvéma (dvé mozné projekce spinu pro elektrony). Piispévek k proudové hustoté je
tedy

(14.6) =

o g dx dy dz dp,dp,dp.
(14.7) Dz =q A Vh3
eXp kT +1

Celkovou proudovou hustotu ziskame integraci tohoto vyrazu, ptri¢emz prostorové souradnice
integrujeme pres cely objem [ [ [dx dy dz =V, slozky hybnosti p, a p, integrujeme od —oo

do oo a slozku p, integrujeme od /2m(pu + W) do oo, tedy

. Dz dpmdpydpz
(148> - mh3 / / / 3 W) p%+p§+?%i ’
m ,u+ exp ( N) 4 1

2m

kT

V tomto tvary se ned4 integral pfimo vypocist, mizeme vSak vyuzit vhodné zjednoduseni: kvili
dolni integra¢ni mezi pro p, je exponent vzdy vétsi nebo roven W/kT. Uvédomime-li si, ze W
mé hodnotu fadové nékolika elektronvoltt (jednu z nejnizsich hodnot méa cesium s W ~ 2eV) a
vétsina kovil taje pii teplotach pod 3000 K, coz odpovida kT 0,25 eV, je exponenciala vyrazné
vétsi nez 1 v celé integracni oblasti a jednicku mizeme ve jmenovateli zanedbat. Tim padem

dostavame
i / / / Pa dpdpydp.
T mh3 2m(,u+W exp ( px-&-;yn-&-pz _#)
kT
2q M/OO < pi )
= kT Pz €Xp | — dpx
mh3 V2t W) 2mkT
00 2 0 2
Py p
— d ——= dp,
X/_ooeXp( kaT) py/_meXp< kaT) b
4 k2
(14.9) = T p2e-in

h3
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Posledni rovnice se nazyva Richardsonova - Dushmanova rovnice a nékdy se zapisuje ve tvaru
(14.10) jo = AT?e 7,
kde A = 1,2 Am2K2.

Své jméno nese tato rovnice jednak po Owenu Willansu Richardsonovi, ktery termoemisni
jevy studoval a roku 1901 publikoval rovnici odvozenou na zakladé klasické statistické fyziky
ve tvaru j, x V1 exp(—E/kT) (vSimnéme si nespravné zavislosti na teploté). Saul Dushman
pak v roce 1923 odvodil vztah zaloZeny na statistice fermiont.

14.4 Zavislost chemického potencialu, vnitfni energie,
tepelné kapacity a tlaku idealniho fermionového plynu
na teploté

Budeme uvazovat teploty dostatecné nizké, tj. kT < p, coz pro elektrony v kovech s p nékolika
eV znamené teploty nizsi nez radoveé desetitisice kelvinti. P¥i nenulovych teplotach jiz nebude
integrace tak snadné, jako pfi odvozeni vztahu ((13.38). Fermiho energii vSak opét dostaneme z
pozadavku

1 o0
m o= 3 [ 9ENEME
0
00 1/2
(14.11) - c/ P,
o exp () +1
kde
B (2m>3/2
(14.12) 0=

Podobné mutzeme ziskat vztah pro celkovou energii elektronového plynu v objemové jednotce,
tedy

U = %/OOOEg(E)f(E)dE

0 E3/2
(14.13) = 0/ — dE.
0 exp (T7) +1

Pokud se nam podaii vypocist integral , ziskdme vztah pro p(ng,T), tedy zavislost
Fermiho energie na hustoté poctu c¢astic a na teploté. S vyuzitim této zavislosti a vypoctem
integralu ziskame zavislost celkové energie fermionového plynu na teploté a derivaci
podle teploty tepelnou kapacitu. To nAm umozni napt. zjistit, jak pfispiva elektronovy plyn k
tepelné kapacité kovi. Vime také, Ze u idealnich plynii spolu jednoduse souvisi energie a tlak,
takze budeme moci ziskat stavovou rovnici pro takovyto plyn.

Oba zminované integraly jsou prilis komplikované na exaktni vypocet, proto vyuzijeme
priblizny postup, ktery dobfe vyhovuje pro i > kT'. Upravme nejprve obecny integral ve tvaru

*_ h(E)



14.4. ZAVISLOST CHEMICKEHO POTENCIALU, VNITRNI ENERGIE, TEPELNE KAPACITY
Pokusime se jej vyjadrit jako snadny integral platny pro nulovou teplotu, tedy

(14.15) /M WE)dE

plus néjaka maléd korekce. Toho dosdhneme zapisem

h(E) B h(E) — h(E) (=1 + 1)
eBE-m) 1 (B)+ eBE-p) 4+ 1
B h(E)efE=H)
= h(E) - eBE-p) 1 1
h(E)

Integral (14.14) tedy miizeme psat ve tvaru

~  W(E) G *_ME) " __ME)
(14~17)/0 B 1E = /0 hUE)dE*/M eﬁ(E—u)+1dE_/o A5y 110

Zavedme ve druhém integralu na pravé strané substituci = B(E — p) a ve tfetim integralu
substituci x = f(u — E), ¢imz dostaneme

oo h(E) o 00 h Bu h
14.1 —— 7 dFE = h(E)dE .
( 8% eBE-m 41 /0 (B)AE + 3 B / er + 1 B / Cer 1 dr

Dva posledni integraly maji riiznou horni mez, nicméné prispévek integrandu bude nezanedba-
telny jen pro velmi malé hodnoty z, tim padem lze v obou pripadech integrovat ve stejnych
mezich, aniz by se prilis ovlivnil vysledek. Mtzeme tedy psat

w) [CHB o a0,

eBE—m) 41 er +1

Protoze nezanedbatelny piispévek k integralu pochazi pouze od malych hodnot z, tedy x/5 <
1, muzeme funkci h (u + %) rozvinout do Taylorova rozvoje a omezit se na ne€kolik malo prvnich

¢lent. Mame tedy

(14.20) & (u + %) = h(p) + h'(u)% + hT(M) (%)2 + hT(M) <%)3

a vysledny integral je

= p(E) z W) (% @ W (>
1421) —————dFE = h(E)dE d —d
( j[o)@B(E—u)+1 /0 (E)AE + 2 /0 695—1—1x+ 354 /0 695—1—1x+

Posledni dva integraly mohou byt nalezeny v tabulkéach integralti, pfipadné vycisleny numericky.
Analytické hodnoty davaji

00 2
(14.22) / T i = T
o et 1 12

o0 3 7
(14.23) / Y dr = gt
o et 1 120




116 KAPITOLA 14. FERMIONOVY PLYN

Nyni jiz mame vsechny vysledky potfebné pro ziskani teplotni zavislosti parametrt p, U a
tepelné kapacity. Pro ziskani Fermiho energie z integralu (14.11)) za h(E) dosadime h(E) = E'/2,
tedy A'(u) = 1E-Y2 a ”(u) = 3E7°/2. Budeme-li uvazovat nejvyse kvadratické ¢leny v T,
dostaneme

2 5 m(KT)?
(14.24) ng ~ C (g,u /2 4 e )
odkud plyne

72 (kT)?
14.2 R~ 1+ —=
(14.25) o (14 55
a
72 (kT)? 2 (T

14.26 ~ l-———~ | = 1—— | =+

kde po je Fermiho energie pfi nulové teploté dana vztahem ((13.38)) a T = pg/k je tzv. Fermiho
teplota.

Podobnym zptisobem muizeme ziskat dalsi veli¢iny, konkrétné

3 572 (T \?
14.2 ~ SNpo |14+ — | —
(14.27) U~ pNm +12<TF) ’

™ T 32 [T\’
14.28 Cy ~ “Nk— [1-2(=—
(14.28) v 2 ' Tp 10 (TF> ’

572 [ T\’

14.29 ~ = 1+ (=) |.
(14.29) p =ofto |14 25 (TF>

Z téchto vysledkt je predevsim zajimavy vztah pro tepelnou kapacitu, ktery je pro nizké teploty
(coz se tyka i pokojové teploty, kterd je typicky mnohem niz$i nez Fermiho teplota) pfimo
amérny teploté. Je-li napi. Tr = 3 x 10* K, pak za pokojové teploty tepelnd kapacita elektront
je zhruba 0,01 (72/2)Nk, kdeZto tepelna kapacita krystalové miizky (pii platnosti Dulongova
- Petitova zékona) je 3Nk, takze volné elektrony pfispivaji jen zhruba jednim procentem k
celkové tepelné kapacité kovu. Pokud by se elektronovy plyn choval stejné jako klasicky idealni
plyn, prispival by fadové stejnou hodnotou jako mtizka. Diilezity je téz pribéeh tepelé kapacity
hluboko pod Debyeovou teplotou - protoZe tam tepelna kapacity miizky klesi k nule jako 772,
tedy mnohem rychleji nez linearné, bude za velmi nizkych teplot prispévek elektronového plynu
k tepelné kapacité kovu dominantni.

U vztahu pro tlak je dilezité, ze tlak fermionti je nenulovy i pfi nulové teploté. Toho
jsme vyuzili napt. v tloze s bilym trpaslikem. Lze tomu intuitivné rozumén na zakladé Pau-
liho principu a relace neurcitosti. Fermiony musi obsazovat rtizné kvantové stavy; muzeme si
predstavit fazovy prostor rozdéleny na bunky o rozmérech Az a Ap, na kazdy stupen volnosti,
pricemz v kazdé burice sedi jedna c¢astice. Pokud bychom chtéli u takového systému zmensit
objem, musime snizit Ax, coz prii zachovani relaci neurcitosti vede ke zvySeni Ap, a tedy i ke
zvyseni kinetické energie. Aby ¢astice v systému zvysily kinetickou energii, musime konat praci,
tedy pfi zmensovani objemu ptsobit proti vzdorujici sile. To je tedy ptivod tlaku fermionového
plynu. Naproti tomu bosony mohou pfi nulové teploté vSechny sedét ve stejném zakladnim
jednocasticovém stavu. Jsou li drzeny v nddobé bézné velikosti, je jejich tlak plynouci z relaci
neurcitosti zcela zanedbatelny.



Kapitola 15

Boseho - Einsteinova kondenzace

15.1 Od teorie k experimentu

Ackoliv teoretické zéklady Boseho Einsteinovy kondenzace byly polozeny pred vice nez 80 lety,
experimentalni realizace tohoto pozoruhodného kvantového jevu je teprve nedavna a cela oblast
bosonové kondenzace fidkych plyni nyni prochazi velice boutlivym vyvojem.

Teoretické pocatky stoji v praci indického fyzika S. Boseho, ktery roku 1924 prisel s napa-
dem, jak odvodit Plancktv vyzafovaci zakon zcela jinym zptisobem, nez jak to udélal ve svém
puvodnim piispévku Planck. Namisto predstavy, Ze zareni je soubor harmonicych oscilatorta
v tepelné rovnovaze, uvazoval zareni jako plyn nerozlisitelnych nehmotnych ¢astic. Bose své
odvozeni poslal Einsteinovi s prosbou o komentar. Tomu se jeho pfistup velmi libil, Boseho
text prelozil z angli¢tiny do tehdejsiho jazyka védy—némciny a nechal publikovat v Zeitschrift
der Physik. Poté Einstein myslenku rozpracoval a rozsitil na systémy hmotnych nerozlisitelnych
Castic, jejichz pocet se zachovava (v nasledujicim formalismu to odpovida zobecnéni systému
z ptipadu s nulovym chemickym potencidlem na nenulovy). Narozdil od systému rozlisitelnych
¢astic vykazuje systém bosonti za nizkych teplot zvlastni vlastnosti—castice maji tendenci se
v mnohem vétsi mite shlukovat - kondenzovat v nejnizsim energetickém stavu. To se projevi v
nékterych termodynamickych veli¢inach (zavislost tepelné kapacity na teploté) i v chovani, kdy
makroskopicky systém vykazuje vlastnosti odpovidajici normalné jednocasticové vinové funkci.

Nékteré bosonové systémy vykazuji vlastnosti, jez lze chapat jako podobné Boseho Ein-
steinové kondenzaci. Pfikladem je prechod kapalného helia do supratekutého stavu kdy vymizi
veskera viskozita a tepelna kapacita projde takzvanym lambda bodem. Jinym ptikladem muize
byt systém Cooperovych part (pari elektront s opa¢né orientovanym spinem interagujicich pro-
stfednictvim m¥izkovych vibraci) v supravodici. Nicméné tyto systémy lze popsat jako bosonové
kondenzaty jen kvalitativné a velmi priblizné. Na rozdil od ptivodniho Einsteinova modelu ide-
alniho plynu je totiz v téchto systémech naprosto podstatna vzajemna interakce ¢astic. Jakym
zptsobem vSak co nejblize realizovat idealni bosonovy kondenzat?

Problém je v tom, Ze pokud chceme, aby ¢astice interagovaly jen minimalné, museji byt v
dostatecné vzdalenosti od sebe - ¢ili musime pracovat se zfedénymi plyny. To vSak pfinasi dalsi
problém - kriticka teplota kondenzace klesa s klesajici hustotou ¢astic. Cim ¥idsi plyn mame,
na tim nizsi teplotu musime systém chaldit. Praveé technologie chlazeni atomti nakonec prinesly
rozhodujici pralom v této oblasti. Pro ziskavani zvlasté nizkych teplot je zapotiebi piisobit na
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atomy vhodnou kombinaci optickych a magnetickych poli. Za hlavni pfispévky v této oblasti
byla udélena Nobelova cena za fyziku v roce 1997 (Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji a
William D. Phillips). Samotna Boseho Einsteinova kondenzace atomarniho plynu byla poprvé
uskutecnéna v roce 1995 a odména v podobé Nobelovy ceny za ni pfisla roku 2001 (Eric A.
Cornell, Wolfgang Ketterle a Carl E. Wieman). Dnesni experimenty testuji nejriznéjsi moznosti
manipulaci s témito kondenzaty: koherentni skladani kondenzovanjch atomd do molekul a
rozebirani je zpét, vytvareni vird, interference nékolika kondenzattt podobné jako interference
optickych poli a mnoho dalsich. Nékteré vlastnosti kondenzati jsou analogické koherentnimu
laserovému svétlu. V dobé, kdy byl sestrojen prvni laser, neméli lidé tuseni, k ¢emu to muze byt
nékdy dobré. Jaké vSechny aplikace nakonec nalezne Boseho Einsteinova kondenzace se dnes
také miizeme jen dohadovat.

15.2 Chemicky potencial a kriticka teplota

Stredni pocet bosonti nachéazejicich se v n-tém stavu zavisi na energii tohoto stavu F,, a je dan
rozdélovaci funkci

(15.1) f(B) =

e kT —1

V tomto vztahu je u chemicky potencial, obecné zavisejici na teploté a na poctu ¢astic v daném
prostoru. Jak teplotni zavislost pro u vypada? Nez se pokusime urcit konkrétni priibéh, najdéme
jeho nékteré dilezité obecné vlastnosti.

Polozme pro jednoduchost hodnotu energie zadkladniho stavu rovnu nule. V tom pripadé
1 nemuze nabyvat kladnych hodnot. Pro¢? Pokud by p bylo kladné, déval by pak vztah
pro pocet ¢astic v zdkladnim stavu (FE, = 0) zdpornou hodnotu, coz je nemozné. Pii
vysokych teplotach 1ze ocekavat, ze Boseho - Einsteinovo rozdéleni bude prechazet v Maxwellovo
- Boltzmannovo rozdé€leni,

_En—p 1 En

(15.2) f(E,) ~e *T =eFsTe FoT

(toto je imérné pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu s energii E,,). To nastane tehdy,
kdyz eFr=#)/ksT > 1 a jednicku ve jmenovateli lze zanedbat. Takova situace se objevi,
pokud bude mit u vyrazné zapornou hodnotu. Pokud teploty snizujeme, bude chemicky poten-
cial p rast, coz vede ke zvySovani stfedniho poctu ¢astic v nejnizsich stavech. Rist chemického
potencialu vsak neni neomezeny—nemuze piekrocit nulovou hodnotu. Obvykle dochéazi k tomu,
Ze pri jisté kritické teploté T, chemicky potencial dosahne nulové hodnoty a na té zistava pti
vsech teplotach nizsich nez T,. V takové situaci je populace excitovanych stavii limitovana hod-
notou 1/(efn/#8T — 1), kdeto pocet ¢astic v zdkladnim stavu miize byt neomezeny. Hromadéni
velkého mnozstvi ¢astic v zakladnim stavu nazyvame Boseho - Einsteinovou kondenzaci. Jak k

vvvvvv

na zakladé znalosti dvou faktorti: rozdélovaci funkce (15.1)) a hustoty stavi.
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15.3 Hustota stavu

Uvazujeme-li ¢astici s hmotnosti m pohybujici se volné v objemu V' (¢ili ¢astici v potencidlové
jams), je jeji energie rovna kinetické energii £ = p?/2m. Celkovy pocet stavil s energii mensi
nez F pak odpovida objemu koule o poloméru p = v/2mFE, nasobenému objemem prostoru V'
a déleny fazovym objemem jednoho stavu (27h)3, tedy

AT (2mE)3/?

15.3 GE)=V——7-7--+——
Pocet stavi s energiemi v intervalu mezi £ a E 4 dE pak je g(F)dE, kde
dG(E)
154 E)=—+
(15.4) 9(E) = —r
coz dava
3/2
(15.5) o(E) = 2 g

- V2m2h3

Pokud je c¢astice drzena v pasti s harmonickym priibéhem potencialu, ma hustota stavi
jiny pribéh. Uvazujme anizotropni potencial s frekvencemi podél hlavnich os w,, w, a w,, tedy

(15.6) V(r) = %m (wia? + wly® + wiz?) .

Energie takovéto ¢astice zavisi na tiech kvantovych cislech,

(15.7) By, = h(weng +wyny +w.n.),

kden,, . =0,1,2,... aenergii méfime od hladiny zakladniho stavu. Pocet stavii s energii mensi

nez £/ mizeme odhadnut v limité £ > hw,, . pomoci objemu jehlanu v prostoru souradnic
Ng, Ny a n,. Tento jehlan ma vrchol v pocatku a jeho hrany lezici v osach n,, n, a n. jsou
ohranic¢eny hodnotami E/(hw,), E/(hw,) a E/(hw,). Objem takového jehlanu je

E3
15.8 G(E) = ——,
( ) (E) 6h3wawyw,

coZ nam opét umoziuje urcit pocet stavi g(E)dE v intervalu E a E + dE pomoci g(E) =
4G /dE, tedy
= o E?

2w wyw,

(15.9) 9(E)

Podobné jako v pripadé ¢astice v potencidlové jamé jde o mocninnou zavislost. Nékteré dalsi
vztahy 1ze odvodit podobnym zptisobem pro potencidlovou jamu i pro oscilator a proto bude
vhodné pouzit obecny vztah

(15.10) g(E) = Co B>,

kde o« = 3/2 pro ¢éstici v pravouhlé potencidlové jamé a o = 3 pro tfirozmérny oscilator.
Konstanty vystupujici v rovnici (15.10) pak jsou

Vim3/2
15.11 Cy9 = ———
( ) 3/2 V2r2h?
a
1
(15.12) Cy

23w wyw,
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15.4 Kriticka teplota

Kriticka teplota je nejvyssi teplota, do které je jesté zakladni stav obsazen makroskopickym
mnozstvim ¢astic. Mizeme ji urcit z rovnosti, ve které pokladdme p = 0, a pocet Castic v
excitovanych stavech je roven celkovému poctu castic, tedy

o 1
(15.13) N = / Y EE.
0 ekfsTe —1
Dosadime-li sem za g(FE) ze vztahu (15.10), dostavame
00 Ea—l

(15.14) N = C’a/ ——dF.

0 ekeTe — 1]
Posledni integral lze upravit substituci u = E/kgT., tedy

uoc—l

ev —1

[e.9]
(15.15) N = Ca(kBTc)“/ du,
0
coz umoznuje dostat veli¢inu 7, mimo integral a vyjadrit tak N jako vyraz tmérny 7. Kon-
stanta imérnosti pak zavisi na konkrétni hodnoté integralu v rovnici ((15.15)); tu mizeme ziskat
bud numericky nebo v analytickém tvaru jako

(15.16) /OOO u du =T(a)((a),

kde I'(«) je gama funkce a ((«) je Riemannova zeta funkce

(15.17) () =) n—la

(pro odvozeni vztahu (15.16) viz poznamky). Konkrétné pro a = 3/2 je I'(3/2) = /7/2 a
((3/2) ~ 2,612 a pro a = 3 je I'(3) = 2 a ((3) ~ 1,202. Z rovnice (15.15) tak dostavame
vyjadreni pro kritickou teplotu

(15.18) kpT, = (ﬁ)g(a))w’

coz pro Castici v pravouhlé jameé dava

K2 2/3
(15.19) kpT. ~ 3,310
m

kde n je hustota poctu ¢astic n = N/V | a pro t¥irozmérny harmonicky oscilator dostavame
(15.20) kT, ~ 0,94h (wywyw, N> |

Jak je vidét, v obou ptipadech zavisi kriticka teplota jednak na charakteristickych vlastnostech
systému (frekvence oscilatoru, rozmér jamy) a také na poctu ¢astic—s rostoucim mnozstvim
castic roste i kriticka teplota.
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15.5 Kondenzovana c¢ast

Predpokladejme nyni nizsi nez kritickou teplotu, 7" < T.. Integrujeme-li stfedni pocet ¢astic
ve stavu s energii F hustotou stavi jako v rovnici ((15.13)), vyjde integral mensi nez je celkovy
pocet castic v systému,

oo
(15.21) / L yEuE<N
0 eks? —1

Kam se vsak podély zbyvajici c¢astice? Nemohou se nachéazet jinde, nez v zakladnim stavu
systému. Pripomenime, Ze urc¢ovani poc¢tu ¢astic pomoci integralu pres hustotu stavi ma smysl
jen v limité stavli s vyssimi energiemi. Pro nejnizsi energie a zvlasté pro zakladni stav musime
mit v patrnosti, ze kvantové stavy maji diskrétni povahu. Integral pak ma vyznam poctu
castic nachazejicich se v excitovanych stavech,

00 Eafl
Ny = C, / ———dE
0 e

T 1
(15.22) = C.I'a)((a)(kpT)~.
S vyuzitim vztahu pro kritickou teplotu (15.18]) pak dostavame
T o
15.23 No=N(=) .
1529 (7)

Ostatni ¢astice v zakladnim stavu pak tvori kondenzovanou cast. Pocet kondenzovanych ¢éstic
pak je

T (03
w520 win=y - va-x i (I)]
Pro castice v pravouihlé potencidlové jamé tak mame

T 3/2
(15.25) No(T) =N — Ny =N [1 — (T) 7
kdezto pro castice v harmonické pasti dostavame

7\ 3
(15.26) No(T) =N — Ny =N [1 — (T)

15.6 Tepelna kapacita

Tepelna kapacita bosonového systému mé odlisny pribéh nad a pod kritickou teplotou. Uva-
zujme nejprve teploty nizsi nez 7T,.. Chemicky potencial u je v tom pripadé nulovy a pro celkovou
energii systému plati

(15.27) E = /OO Ef(E)g(E)dE
0
(15.28) = C’a/ Eo‘*lELdE = Cul(a+ 1)¢(a + 1) (kpT)>t.
0 ekBT — 1]
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Namisto konstanty C, mizeme pracovat s vyrazem obsahujicim celkovy pocet ¢astic N,

C(a+1) T
((a)  To

Derivaci podle teploty pak dostavame tepelnou kapacitu

(15.29) E = Nkga

(15.30) Cv = ala+ 1)%%3 (%) ,

tedy s klesajici teplotou se tepelnd kapacita pfiblizuje k nule (jak ocekdavame v souhlase se
tfetim termodynamickym zakonem, pribéhy tepelnych kapacit viz obr. [15.1]).

12 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2
(a) (b)
10f ]
co @
1.50
=~ =
< g <
S S
O QO
6 1
4
0.5/
2,
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6
/T, /T,

Obréazek 15.1: Zavislost tepelna kapacity Boseho Einsteinova kondenzatu na teploté, (a) ¢astice
v harmonickém potencidlu, (b) ¢astice v pravothlé potencidlové jame.

Pro teploty nad 7. jiz chemicky potencidl neni nulovy a integrace pres energie vede ke
komplikovanéjsim vyraziim. Pro celkovy pocet castic plati

e8] Ea—l
(1531) N - Oa/ LTdE
0 eksT —1
a celkova energie je
_ ©  pa
0 ekBT — 1]

Protoze pti vyssich teplotach je chemicky potencial zaporny a vyraz v exponentu nabyva vyssich
hodnot, lze zlomek s exponencialou nahradit pribliznym vyrazem podle vztahu
1

(15.33) e ki e

takze pro pocet c¢astic a energii dostavame priblizné

Cl / Eet (e?? + 625?5) dE
0

Q

(15.34) N

(15.35) = Cul(@)(ksT)" (* )
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a
— & bw=E ou—E
(15.36) E ~ Ca/ Fo (ew +e kBT) dE
° _2p
_n ekBT
(15.37) = C.I'(a+1)(kgT)*" <e’“BT + 2a+1> :
Kdyz oba vyrazy podélime a uvazime, ze T < 1, dostaneme
_2p
(15.38) v - okpT————25—
eFnT 4 €257

(15.39) = aksT |1+ oo | 1+ 5,

Vyraz eFsT miizeme priblizné vyjadrit z rovnice jako
(15.41) eFpT N
C.I'(a)(kpT)
a pokud nahradime N vyrazem s kritickou teplotou z , miizeme psat

(15.40)

Q

. T\
(15.42) eFsT 2 ((a) (—) .
T
Tim padem pro stfedni hodnotu energie plati
Enl C(Oé) Tc “
(15.43) E ~ aNkgT [1 —ert |7
a pokud tento vyraz derivujeme podle teploty, dostavame tepelnou kapacitu
((a) (TN\"
(1544) CV ~ OéNk‘B |:]. + (Oé — 1) Da+t1 T .
Konkrétné pro bosonovy plyn v pravothlé jamé (o = 3/2) dostavame
3 [ T 3/2
(15.45) Cy ~ SNkg | 140,231 (7)

a pro bosony v harmonickém potencialu

_ TC 3
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Jak je vidét, v obou pfipadech dostavame v limité vysokych teplot vyraz odpovidajici
Dulongovu Petitovu zakonu. Pobliz kritické teploty je vSak prubéh tepelné kapacity dosti neob-
vykly: az do T, tepelna kapacita s teplotou roste, pak se vsak jeji pribéh lomi a tepelna kapacita
klesa ke své asymptotické hodnoté. Podobny zlom v pribéhu tepelné kapacity je charakteris-
ticky i pro jiné bosonové systémy—objevuje se napiiklad v kapalném heliu v bodu pfechodu z

normalni do supratekuté faze (takzvany lambda bod).
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15.7 Profil hustoty

O tom, ze se skutecné podarilo dosahnout Boseho Einsteinovy kondenzace, svédci napriklad
prubéh hustoty castic v zavislosti na poloze. Pokud atomovy oblak ozaiime laserovym svaz-
kem, jehoz frekvence je v rezonanci s nékterym atomovym prechodem, bude svétlo v atomech
absorbovano. Absorpce bude zaviset na poloze: kde bude hustota atomi vétsi, bude se vice
svétla pohlcovat. Timto zpisobem lze zjistit n(r), tedy profil hustoty polohy. Tvar takového
rozdéleni pro dvé rizné teploty je na obr. [15.2]

1500 : : : : : 4000
n (a) nasoot (b)

30001
1 L
000 2500r
20001
iy 1 r
500 T 500
’ 10001

s 500(

—(%5 -10 -5 0 5 10 15 —qS ﬂ—10 -5 0 5 10 15

Obréazek 15.2: Profil hustoty poctu ¢astic v harmonickém potencialu pii teplotach nizsich nez
T.. V obou piipadech je celkovy pocet ¢astic N = 10%, takze kriticka teplota je kg7, ~ 20, 2hw.
Skéla polohy je tu dédna v jednotkdch o = /h/(2mw), coz odpovidd polosiice zakladniho
stavu. (a) kgT = 19hw, (b) kT = 10fw. Plna ¢ara odpovidd systému bosont, ¢arkovana ¢ara
soustavé rozliSitelnych castic za stejné teploty, teckovand Cara znézornuje pribéh zakladniho
stavu oscilatoru. V pfipadé (a) je asi 2000 ¢astic zkondenzovanych v zdkladnim stavu a 8000
jich je v excitovanych stavech, v pfipadé (b) je asi 8800 ¢astic kondenzovanych a 1200 v je
excitovanych stavech.

Podobnym zptisobem miizeme promérit i pribéh hustoty rychlosti. Pokud vypneme vSechna

pole, ktera vytvareji past a drzi atomy lokalizované, bude se atomovy oblak volné rozpinat a
padat volnym padem. Predpokladame-li pro jednoduchost klasicky popis pohybu ¢astic, bude
mit po uréité dobé ¢ dany atom polohu r(t) = ro + vot + %gt2, kde g je vektor gravitacniho
zrychleni a ry a vy byla poloha a rychlost atomu v okamzik vypnuti pole. Po dostatecné dlouhé
dobé jiz bude vliv pocatecni podminky polohy ry zanedbatelny vici vlivu poc¢atecni hodnoty
rychlosti v a rozloZzeni ¢astic nyni odpovida poc¢ateénimu rozlozeni rychlosti, n(r,t) ~ n(vot).
Pro konkrétni hodnoty: atomova past v piivodnim experimentu z roku 1995, za ktery byla udé-
lena Nobelova cena [M.H. Anderson et al., Science 269, 198 (1995)] omezovala atomy rubidia
do oblasti nekolika mikrometri. Pii dosazené teploté fadoveé 100 nK je termélni rychlost atomi
priblizné 3 mm/s. Poloha atomi byla sledovana cca 60 ms po vypnuti pasti, coZ znamend, ze
diky ptvodni rychlosti se oblak atomt rozepne do velikosti zhruba 200 pym. To znamena, ze
puvodni rozdéleni polohy se zcela ztraci v rozdéleni, odpovidajicim rozdéleni rychlosti.

U rozdéleni rychlosti (nebo hybnosti) ¢astice v harmonické pasti je dilezité, Ze v termalnim
stavu pri vyssich teplotach jeho polositka nezavisi na frekvenci oscilatoru a pro hybnost je
rovna Ap = mkgT. Naproti tomu polositka rozdéleni hybnosti v zakladnim stavu oscilatoru



15.8. POZNAMKY 125

je na frekvenci zavisld, rovna Ap = /mhw/2 (viz piiklad o termalnim rozdéleni polohy a
hybnosti harmonického oscilatoru). Pokud bychom tedy méli ¢astice v anizotropni harmonické
pasti, mizeme snadno poznat, zda se nachéazeji v termalnim stavu nebo v zakladnim stavu
oscilatoru: promeérime-li jeji rozdéleni vektoru hybnosti, dostaneme pro termalni stav symetrické
rozdéleni—polositka bude ve vSsech smérech stejna. Pokud se vSak ¢astice nachazeji v zakladnim
stavu, nebude rozdéleni symetrické: ve smérech s vyssi frekvenci bude Sirsi oproti smérim s
nizsi frekvenci. Pravé tato vlastnost pomohla dosvédcit, ze se konecné podarilo ziskat Boseho
Einsteiniv kondenzat—viz obr. [15.3

Obréazek 15.3: Experimentalné zméfeny dvourozmérny profil rychlosti ¢astic pii Boseho Ein-
steinové kondenzaci, data jsou z NIST v Boulderu v americkém stété Colorado (s laskavym
svolenim E. Cornella).

15.8 Poznamky

15.8.1 Vlastnosti kapalného helia

Atomy helia *He maji nulovy spin a jsou to tedy bosony. Za nizkych teplot by se tedy mél
projevit tento jejich kvantovy charakter na termodynamickych vlastnostech helia. Ovsem po-
kud s heliem pracujeme za béznych tlaktd, stanou se interakce mezi sousednimi atomy velmi
vyznamné pro jejich dynamiku za mnohem vyssich teplot, nez je kriticka teplota pro Boseho Ein-
steinovu kondenzaci: helium zkondenzuje do bézné kapalné faze diive, nez mize zkondenzovat
do nejnizsiho kvantového stavu. Presto vsak se u kapalného helia pozoruji vlastnosti analogické
bosonovému kondenzéatu: supratekutost a prichod tepelné kapacity lambda bodem (viz obr.
k nim patif. Zminme se zde struéné o nejzajimavéjsich vlastnostech této podivuhodné
latky.

O zkapalnéni helia usiloval fedu let nizozemsky fyzik Heike Kamerlingh Onnes. Nakonec
se mu to podarilo v roce 1908, kdy po zkapalnéni vzduchu zkapalnil vodik a pouzil jej ke
chlazeni zkapalnovaciho pfistroje s heliem. Zjistil pfi tom, zZe bod varu helia je pti 4,2 K. Za
své uspéchy byl odménén Nobelovou cenou v roce 1913.
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Obrazek 15.4: Prubéh tepelné kapacity v lambda piechodu u kapalného helia, upraveno podle
[M.J. Buckingham and W.M. Fairbank, ,,The Nature of the Lambda Transition®, in Progress
in Low Temperature Physics III (North Holland Publishing, 1961)].

Helium *He mé4 narozdil od b&Znych kapalin dva trojné body (viz obr. a za nizkych
teplot se muze nachazet ve c¢tyrech fazich. Ke zkapalnéni plynného helia dojde za béznych
tlakt pii teploté kolem 5,2 K. Pevna faze se vyskytuje pouze pii tlaku nad 2,5x10° Pa, pii
nizsich tlacich dojde k fazovému prechodu prvniho druhu a helim zkapalni. OvSem kapalné
faze jsou celkem dvé; pfi ochlazovani z kapalné faze He(I), odpovidajici béZnym kapalinam,
projde helium pii teplotach kolem 2 K A-bodem a dostane se do kapalné faze He(II). V této
fazi ztraci viskozitu a protéka napiiklad tak tzkymi trhlinami, jakymi zadna bézna kapalina
neprotece (10 nm), takovému heliu fikdme supratekuté. Poprvé si této vlastnosti v8iml ve 30.
letech rusky fyzik Pjotr L. Kapica, ktery pak za svij objev ziskal Nobelovu cenu roku 1978.
Supratekuté helium vzlina po povrchu jakéhokoliv materialu v cca. 30 nm tenkém tzv. Rollinoveé
filmu. Pokud by bylo drzeno v oteviené naddobé, vytede z ni po jejim povrchu - viz obr. [15.6]
Je proto velmi obtizné supratekuté helium drzet, stény nadob museji byt dokonale tésné a po
celém povrchu musi byt dostatecné chladné. Jinak by se helium z teplejsiho mista odparovalo
a na jeho misto by po povrchu neustéle proudilo dalsi supratekuté helium.

Diky vysoké tepelné vodivosti (nékoliksetkrat vyssi nez u médi) nelze He(II) privést k
varu: pri ohfivani se bude tato latka vzdy vypafovat povrchové. Pti fazovém prechodu druhého
druhu u helia dochézi k nespojitosti v pribéhu derivace tepelné kapacity, v pritbéhu koeficientu
teplotni roztaznosti a také elektrické permitivity v zavislosti na teploté.

Supratekutost vSsak ma ponékud komplikovanéjsi charakter. Je tu jista analogie s Boseho
Einsteinovou kondenzaci, kdy se znacné (makroskolické) mnozstvi ¢astic nachézi ve stejném,
zékladnim kvantovém stavu, ale pfi nenulové teploté bude vzdy jista ¢ast ve vyssich kvantovych
stavech. Helium II se v fadé ptipadi chova jako smés dvou kapalin, z nichz jedna je supratekuta
a druha normaéalni. Celkova hustota helia p je pak souctem hustot p, supratekuté slozky a p,
normalni slozky, p = ps + p,. PTi poklesu teploty roste podil supratekuté slozky na tkor nor-
malni a naopak. Timto tzv. dvoukapalinovym modelem lze vysvétlit nékolik zajimavych efekt.
Jednim z nich je hodnota viskozity zavisla na zptisobu méteni. Pti priichodu tenkou kapilarou
vykazuje He(II) nulovou viskozitu, zatimco pokud provadime méfeni pomoci souosych diski,
z nichz jeden rotuje, druhy je v klidu a mezi nimi je helium, naméfime nenulovou viskozitu.
Proudéni kapilarou se ztcastni totiz pouze supratekuta slozka, zatimco rotujici disky s sebou



15.8. POZNAMKY 127

P [atm]
40+

pevna faze
30

20

He 1

oL Hell kapalina

kapalina kriticky bod

Obrazek 15.5: Graf koexistence fazi pro helium He?. Hrani¢ni kiivka oddélujici faze I a II
(A-hranice) konéi ve dvou trojnych bodech.

strhavaji i normélni slozku He(II).

Termomechanicky efekt nastava tehdy, pokud porovita prepazka rozdéluje dvé casti na-
doby se supratekutym heliem a v jedné ¢asti nadoby zvysime teplotu: dojde tim ke vzristu
tlaku v ohfivané ¢asti nadoby. Prepazkou totiz miize proudit pouze supratekuta slozka. V tep-
lejsim prostoru se bude c¢ast supratekuté slozky preménovat na normalni, ta vsak jiz nemuze
pronikat pfepazkou zpét. Snizeni koncentrace supratekuté slozky vsak povede k jejimu ptilivu
z chladnéjsi ¢asti. Funguje to i opacné: pokud v jedné casti nadoby zvysime tlak, dojde tu i
ke zvySeni teploty. Na stejném principu pracuje tzv. fontanovy jev (viz obr. . Nadobku na
obou koncich otevienou napéchujeme u dna praskem a c¢astecné ponotfime do kapalného helia
II. Praskovou vrstvou mtize proudit pouze supratekutad slozka. Pokud nadobku nad vrstvou
prasku zahfivime (napf. svételnym svazkem), povede pfeména supratekuté slozky v norméalni
k pretlaku a tim k nepfetrzitému tryskani kapalného helia z horniho otvoru barky.

V supratekutém heliu se mize sitit nékolik druhit zvuku. Tzv. prvni zvuk je obdobou
bézného zvuku, tedy tlakovych vin doprovazenych oscilaci hustoty latky. Druhy zvuk v He II
je tvoren teplotni vlnou, pfi které osciluje pomér mezi supratekutou a normalni slozkou helia.
Tento typ vInéni je hlavni pfi¢inou mimoradné vysoké tepelné vodivosti helia II.

Supratekuté helium protéka tizkymi trubicemi bez odporu, ale pouze pokud je jeho rych-
lost nizsi nez neZ jist4 kritick4 rychlost, zavisla na priiméru trubice. Pfi priimérech 107° m az
1078 m je kriticka rychlost v rozmezi 2 a7 20 cm/s. Hrubé vysvétleni existence kritické rychlosti
pochézi z Landauovy teorie, podle které disipativni brzdéni toku helia trubici znamena excitace
novych zptisobtt pohybu vzhledem k hladce se pohybujici latce. Nabudit takovéto excitace vsak
lze pouze od urcitych hodnot energie, které odpovidaji jisté minimalni rychlosti excitacni viny.
(Lev D. Landau publikoval svou teorii kolektivnich excitaci v roce 1947 a Nobelovu cenu za ni
ziskal roku 1962.)

Kromé izotopu *He se helium vyskytuje jesté jako 3He. Tento izotop (v piirodé velmi
vzéacny s relativnim zastoupenim ~ 107%) m4 jaderny spin 1/2 a se dvéma elektrony je tedy
fermion. Vytvoiit supratekutou fézi helia 3He se podaiilo v roce 1971 (David M. Lee, Douglas
D. Osheroff a Robert C. Richardson, Nobelova cena r. 1996) pii teploté 2,7 mK a tlaku 34 atm.
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Obrazek 15.6: Vzlinani supratekutého helia po sténach nadob v Rollinové filmu a fontanovy
jev.

Protoze se jedna o fermiony, nelze v pripadé supratekutosti mluvit o bosonové kondenzaci he-
liovych atomi. Dvojice atomli vSsak mohou vytvéret slabé vazané pary obdobné Cooperovym
parim v supravodic¢ich, které maji celociselny spin a jsou tedy bosony. Protoze vazba tvorici
Cooperovy pary heliovych atomu je velmi slaba, je tfeba pracovat s mimoradné nizkymi tep-
lotami. Narozdil od elektronovych Cooperovych parti, které maji celkovy spin 0 se spiny *He
skladaji na 1. To vede k dalsim zajimavym efektim plynoucim z riznych ptipustnych orientaci
celkového spinu kazdého paru a tim k celkové anizotropii. Jako disledek pak existuje nékolik
typt kondenzatt helia 3He.

Pro ochlazovani na zvlasté nizké teploty ma velky vyznam smés obou izotopi. Ta muze
prejit do supratekuté faze, pfi¢emz ale poloha A\-bodu zavisi na koncentraci *He (viz obr. .
Pokud ochlazujeme smés pii dané koncentraci pod urcitou teplotu, oddéli se od sebe dvé kapalné
faze, z nichz jedna bude mit vyssi koncentraci *He neZ druh4. Teplota, pii které takové oddéleni
nastane, zavisi na ptivodni koncentraci *He; kiivka téchto teplot se setkd s \ rozmezim v tzv.
trojkritickém bodu s teplotou 0,87 K a koncentraci *He 23 = 67%. Obsah obou izotopti v obou
oddélenych fazich zavisi na teploté: ve fazi bohaté na *He bude i uréité procento *He, bude
viak klesat s teplotou a podobné to bude pro zastoupeni *He ve fazi bohaté na *He. Dtilezité
viak je, Ze ve fazi bohaté na *He koncentrace 3He nikdy neklesne pod 6%, a to ani pfi nulové
teploté. Pokud mé atom helia 3He projit rozhranim oddélujicim obé faze, musi pii tom ziskat
nebo odevzdat uréitou energii (podobné jako molekula vody musi ziskat energii aby se mohla
dostat z kapalné faze do plynné). Konkrétné pro prechod z faze bohaté na 3He do faze bohaté
na “He musi atom *He ziskat energii z okolniho prostiedi. Kdyz budeme mit v nddobé ze dvou
stran oteviené dvé takovéto faze helia a ze strany s fazi bohaté na “He budeme odcerpavat
pary helia *He, budou z faze bohaté na 3He proudit atomy *He tak, aby jejich koncentrace byla
alespori 6%. Pfi tom vSak budou neustale odebirat energii okoli a tak ho ochlazovat. Timto
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Obrézek 15.7: Fazovy diagram smési 3He - *He jako funkce teploty a molarni koncentrace x3
slozky 3He v celkové smési.

zpusobem lze dosdhnout teplot az 20 mK.

uocfl

15.8.2 Integrace vyrazu [, “—du.

ev—1

Ptepisme integral do tvaru

o0 a—1 o0 1
(15.47) / Y du= / e tu* T ———du.
0 0

et —1 1] —e v

Protoze e™ < 1, mizeme posledni zlomek rozvinout do Taylorovy fady

(15.48) (1—z) ' =l4+z+a2+2°+.. .,
tedy
(15.49) (I—e™)  =1qefe2pedq. .
takze integral (15.47) méa tvar
o0 1 o0
(15.50) / e_"ua_l—_udu = / (e +e™+e ™+ . )u"du
0 I—e 0

(15.51) = Z/ e M.
n=1 0

Integral za sumac¢nim znakem miizeme upravit substituci nu = t, tedy

o 1 [~ 1
(15.52) / e "y tdu = / e 'ttt = —T(a).
0 0 ne

T one
Sumaci pak dostavame
o

(15.53) /000 eyt ! du = Z iI‘(Oz) = ((a)(),

1] —e

n=1

kde ((o) = Y07 | = je defini¢ni vztah pro Riemannovu zeta funkei.
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Kapitola 16
Resené tilohy

16.1 Termodynamika

1. Pomoci hustilky na kolo 1ze dosahnout tlaku 3x 10° Pa, pokud jsme zacali vzduch stlacovat
pii teploté 20°C a atmosférickém tlaku 10° Pa. Jakou teplotu mé vzduch vytlacovany z
hustilky, uvazujeme-li Poissonovu konstantu pro vzduch x = 1,47 Ztraty tepla pres stény
hustilky zanedbejme.

- —-1/k
ResSeni: Z rovnice adiabaty pV"* = poV;* mizeme vyjadrit podil objemu % = (p%) a
1-1/k
dosadit do stavové rovnice 22 = 220 &imy dostaneme vztah pro teplotu 7' = ( £ To.
T To Po

Protoze 20°C odpovidd 7' = 283 K a p/py = 3, mame T =~ 387 K, coz je 114°C.

2. Valec s pistem obsahuje jeden litr vzduchu o tlaku 10° Pa za teploty 25°C. Plyn pomalu
stlacujeme pii konstantni teploté na konec¢ny objem 0,3 1. Jaka préace se pfi tom vykona?

ResSeni: Pii izotermickém d&ji je p = poVy/V, takZe vykonand prace je

03xVo 1/
(16.1) W—/pdV—poVo/ v =poVpIn0,3 = —120J.
Vo

Zaporné znaménko odpovida tomu, ze byla vykonana prace na systému.

3. Dvé nadoby o objemech jednoho litru a ptl litru jsou spojeny hadickou s izolujici porovitou
prepazkou. Ta muze zajistit rovnost tlakti v obou nadobach, ne vsak rovnost teplot. V
nadobach je vzduch a pokud maji obé nadoby stejnou teplotu 25°C, je tlak vzduchu
105 Pa. Jak se zméni tlak, pokud vétsi nddobu vlozime do vodni 14zné o teploté 60°C a
mensi nddobu do ledové 14zné o teploté 0°C (viz obr. ? Jaky bude tlak v soustavé,
pokud vétsi nadoba bude v chladné lazni a mensi nadoba v teplejsi?

Reseni: Pii po¢atecnich podminkach s tlakem py a teplotou Ty musi platit stavova rovnice
pro celou soustavu s objemem Vi + V5

(16.2) po(Vi + Vo) = nRT;.

131
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T,V T,V
L J

Obrazek 16.1: Spojené lahve se vzduchem o riznych teplotach

Kdyz nadoby umistime do lazni s rozdilnymi teplotami 77 a T, dostavame pozadavek
rovnosti tlakl
. ’anTl . ngRTQ

16.3
(16.3) p v, v,

a zaroven musi byt zachovano mnozstvi vzduchu v soustavé, tedy
(16.4) ny + ng = n.
Tuto soustavu rovnic mizeme vytesit a pro neznamou p dostaneme
i+ V;

(165 pm it

T (% + %)
Dosadime-li Ty = 278 K, dostaneme v prvnim pripadé, kdy 77 = 333 K a T, = 273 K tlak
p=1,116x10% Pa a ve druhém piipadé s T} = 273 K a Ty = 333 K tlak p = 1, 045x 10° Pa.

Prouzek z elastického materialu ma znamou souvislost mezi prodlouzenim z, napinaci
silou f a teplotou T' danou vztahem

(16.6) z=af +0(T —Tp) +g(T — To)*,

kde a, b a g jsou kladné konstanty a Ty je referencni teplota. Tepelna kapacita prouzku
pri konstantnim prodlouzeni je

(16.7) C, = (2g§ + A) T,

kde A je kladna konstanta. Prirtistek vnitini energie 1ze zapsat formou kombinované véty
termodynamiky jako

(16.8) dE =TdS + fdz.
Y . .z ’ . Y v . oS
(a) Vyjadiete diferencidl volné energie dF' a odvodte z néj Maxwellovu relaci pro (%)T.
(b) S vyuzitim pfedchoziho vztahu a vztahu pro tepelnou kapacitu najdéte vyjadieni pro
entropii jako funkci x a T, S(x,T). Entropie pii teploté Ty a nulovém prodlouzeni
je So.
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(¢) Uvazujme, Ze na pocatku mél prouzek teplotu Ty a prodlouZeni bylo nulové, x = 0.
Pak jsme adiabaticky prouzek prodlouzili o délku Ax. Najdéte zménu teploty AT.

Reseni:

(16.9) dF =dFE — SdT —TdS = —-SdT + fdx,
odkud plyne

), -,

Explicitni vyraz pro posledni derivaci ziskame, pokud vyjadiime silu v zavislosti na teploté

a prodlouzeni z rovnice ((16.6):

(16.11) L N
tedy

afy b 2
(16.12) <8_T) =—2-H(r-T).

Entropii mtizeme urcit, pokud zname jeji derivace podle dvou nezavislych proménnych.
Kromé derivace podle x potfebujeme jesté derivaci podle teploty. Tu mtizeme urcit ze
vztahu pro tepelnou kapacitu. Protoze

08
(16.13) C,=T (8_T)$ ;
plati
(16.14) (g_?)z - % - 2g§ + A
Pokud tento vztah integrujeme podle teploty, dostaneme entropii az na néjakou funkci z,
tedy
(16.15) S(z,T) = <2g§ +A) T+ (@),

Abychom uré¢ili, ¢emu se rovna A(x), derivujeme posledni rovnici podle z, tedy

(16.16) (aS)T _ 2L, X(z).

o a

Tento vyraz mtzeme porovnat se vztahem plynoucim z Maxwellovy relace (16.10)):

(16.17) (85) —9+2—Q(T—To).

or), a a
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Odtud dostavame

b 2g
16.18 N(z)=—-— =T
(16.15) (0)="2 -2,
tedy
b 2
(16.19) Az) = (— - —ng> x + const.
a a
a pro entropii pak mame
x b 2g
(16.20) S(z,T) = <29— + A) T+ (- ——Tp | x + const.
a a a

Konstantu pak uré¢ime z pozadavku, ze pro x = 0 a T' = Ty je S = S, takze nakonec
mame
x bx
(16.21) S, T) = (29— +A) (T — Tp) + — + So.
a a

Zménu teploty pri adiabatickém protazeni dostaneme, kdyz polozime sobé rovné entropie
pfed natazenim (r = 0 a 7' = Tj) a po natazeni (r = Az a T = Ty + AT), tedy

A b
(16.22) <zg—x + A) AT + Az =0,
a a
z ¢ehoz plyne
bAz
16.23 AT = ——2—.
( ) 29% +A
Pro mala prodlouzeni pak dostavame linearizovany vyraz
bAx
16.24 AT ~ ———.
(16.24) )

Protoze konstanty b, a a A jsou kladné, bude se pfi prodluzovani prouzek ochlazovat.
Objem pece je 2 m3, jeji vnitini teplota je 900 K.
(a) Jak velkou energii ma elektromagnetické zafeni uvnit¥ pece, predpokladame-li, ze se
jedna o rovnovazny stav?
(b) Jaky vykon bude pec vyzafovat do prostoru otvorem o plo$ném obsahu 10~?m??

(c) Jak se zméni frekvence s nejvétsi intenzitou, pokud by pec méla teplotu 2700 K, tedy
trojnasobnou?

(d) Jak by se pfi ztrojnasobeni teploty zménil celkovy vyzafovany vykon?
Reseni:
Energie zafeni v objemu V' je

4 4x57x 1078
(16.25) E = ZZyrt= o 2m® x 900°K*
C _

(16.26) = 4,94 x 107*J.
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Vykon zafeni z plochy S je

(16.27) P = oST*=57x10"*

1072m? x 900*K*

m2K4

(16.28) = 370,5W.

Pro frekvenci w*, na niz ma zareni nejvyssi vykon plati

uw*
16.29 = 2,822
( ) kBT Y ?
tedy
ksT
(16.30) W' =2, 8223T = 3,48 x 10"rad/s.

Frekvence s maximalnim vykonem zavisi na teploté linearné, tedy pfi ztrojnasobeni frek-
vence se téz ztrojnasobi. Vykon zéfeni je imérny ¢tvrté mocniné teploty, tedy pii ztroj-
nasobeni teploty se vykon zvysi 3* = 81krat.

6. Na obrazku[16.2]je v pV diagramu znazornén cyklus, provedeny s jednim molem idealniho
jednoatomového plynu. Plyn nejprve izotermicky expanduje, az zdvojnasobi sviij objem
na 2Vj, pak plyn izobaricky stlacujeme a nakonec ho adiabaticky stla¢ime na ptvodni
objem.

Urcete hodnoty termodynamickych velic¢in p, V' a T ve stavech A, B a C.
Vyjadiete hodnoty tepelnych kapacit Cy a C), pomoci plynové konstanty R.

Pro kazdy z déju AB, BC', C' A vypoctéte celkové teplo, které si soustava vymeéni
s okolim (znaménkem se musi lisit teplo, které soustava piijima od tepla, které
odevzdava).

Pro kazdy z déju AB, BC, C'A vypoctéte celkovou praci, kterou soustava vykona
(opét zde hraje roli znaménko).

Urcete celkovou praci, kterou béhem jednoho cyklu ziskame.
Vypoctéte tcinnost tohoto cyklu (vyjadfete ji pouze pomoci veli¢in p;, V; a Poisso-
novy konstanty).

Porovnejte vyslednou tcinnost s ti¢innosti Carnotova stroje, ktery pracuje mezi stej-
nou maximalni a minimalni teplotou, jako tento cyklus.

Resent:
Hodnoty termodynamickych veli¢in jsou v tabulce,
P \% T
Al m Vi T
B | p / 2 2V T,
C p1/2 21/n‘/1 21/&—1/171

kde Ty = p;Vi/R . Tepelné kapacity jsou Cy = 2R a C, = 2R a tepla v jednotlivych

2 - 2
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Vi 2V, vy

Obrazek 16.2: Cyklus s jednim molem idealniho jednoatomového plynu.

procesech jsou

qv

(16.31) Qiap = Wyp= plvl/ v = pViIn2,
\%1

)
Qpc = Cp(Tc—1Tp) = —§RT1 (1 _ 21/%1)
Y
(1632) — _§p1‘/'1 (1 . 21/;{—1) 7
(16.33) Qea = 0.

Prace vykonané v jednotlivych procesech pak jsou

(16.34) Wap = piVi /:Vl dVV =pViIn2,

(16.35) Wge = %(VC — V) =—mWi (1 — 21/“_1) 7
Wea = pVF /2 V/V VRV

(16.36) _ —%pm,

celkova prace pak je

1_21//@—1
(16.37) W = Wap+Wpe+ Wea=p1Vi <ln2_ﬁ( k—1 )>
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Uéinnost cyklu je potom

W k(=2
T Qus (k —1)In2
5(1—27%°)

16.38 = 1—-—=

( ) 2In2

(16.39) ~ 12,7%.
U Carnotova cyklu pracujiciho ve stejném teplotnim rozpéti, tedy mezi T} a 2V/+~1T}, je
ucinnost

21/n71T
(16.40) no=1-— Tl =1-2725~24,2%.
1

7. Na obrazku je v pV diagramu znazornén cyklus, provedeny s jednim molem idealniho
jednoatomového plynu. Plyn nejprve izochoricky zahiivame, az zdvojnasobi sviij tlak
na 2p;, pak se plyn adiabaticky rozpina a zmensuje sviij tlak az na p; a nakonec plyn
izobaricky stla¢ime na piivodni objem.

(a) Urcete hodnoty termodynamickych veli¢in p, V' a T ve stavech A, B a C.

(b) Vyjadfete hodnoty tepelnych kapacit Cy a C, pomoci plynové konstanty R.

(c) Pro kazdy z d&ju AB, BC, C' A vypoctéte celkové teplo, které si soustava vyméni
s okolim (znaménkem se musi lisit teplo, které soustava piijima od tepla, které
odevzdava).

(d) Pro kazdy z déju AB, BC, C'A vypoctéte celkovou préci, kterou soustava vykond
(opét zde hraje roli znaménko).

(e) Urcete celkovou praci, kterou béhem jednoho cyklu ziskame.
(f) Vypoctéte Géinnost tohoto cyklu (vyjadiete ji pouze pomoci veli¢in p;, V; a Poisso-
novy konstanty).

(g) Porovnejte vyslednou ti¢innost s G¢innosti Carnotova stroje, ktery pracuje mezi stej-
nou maximalni a minimalni teplotou, jako tento cyklus.

Resent:
Hodnoty termodynamickych veli¢in jsou v tabulce,
D V T

Al p Vi T
B 2]71 ‘/1 2T1
C I 21/5‘/1 21//{T1
kde 77 = p1V1/R. Tepelné kapacity jsou Cy = %R a C, = gR a tepla v jednotlivych
procesech jsou

3
(16.41) Qus = CvAT = pilh,

(16.42) Rpc = 0,
5
(16.43) Qca = —CpAT':—i(Ql/”—l)plvl.



138 KAPITOLA 16. RESENE ULOHY

P B
2p] ______________
2 S —— |
1 Al c
Vi V

Obrazek 16.3: Cyklus s jednim molem idealniho jednoatomového plynu.

Prace vykonané v jednotlivych procesech pak jsou

(16.44) Wap = 0,
2L/myy 21, Vi 1/k
Wge = / pdV = 1291 , [Vl_ﬂf/ "
Vi —k '
2 1\~
(16.45) = 3 1-— (5) piVa,
(16.46) Wea = —pAV = — (2% = 1) p WA,

celkové prace pak je

W = Wge+ Wea=piVh

1+ k(1 —2Y%)

(16.47) = mV

k—1

Uéinnost cyklu je potom
W 214k(1-2Y%)

7T Qus 3 k-1
(16.48) ~ 14%.
U Carnotova cyklu pracujiciho ve stejném teplotnim rozpéti, tedy mezi 17 a 2717, je
ucinnost

T

(16.49) ne =1-— — = 50%.

2T
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Tlak syté vodni pary pii 373 K je 10°Pa, latentni teplo vypafovani je 40,7 kJ/mol. Od-
hadnéte tlak syté vodni pary pfi 383 K a pti 363 K.

Reseni: Z Clausiovy - Clapeyronovy rovnice

L

16.50 — poe T = poe” T
( p=p p :

kde L = N4q je molarni latentni teplo vypafovani dostaneme pro pomér tlakid py/p; syté
pary pfi teplotach T, a T

16.51 —=exp|=| = — —
(16:51) p P {R (Tl T
a tedy

L/1 1
16.52 - 0 - =
( 6.5 ) P2 = P1€Xp [R <T1 T2>}>

takZe dosazenim dostaneme tlak syté pary pifi 383 K py = 1,41 x 10°Pa a pii 363 K
p2 = 0,70 x 10°Pa.

Tlak syté vodni pary nad ledem pii 268 K je 2,965x10°Pa a pti 273 K je to 4,56 10°Pa.
Odhadnéte latentni teplo sublimace ledu.

Reseni: Z Clausiovy - Clapeyronovy rovnice ve tvaru (16.51)) 1ze vyjadfit molarni latentni
teplo ve tvaru

_ RT1T2 In I;—?

16.53 =
(16.33) T

odkud plyne L = 52,37kJ /mol.

Odhadnéte teplotu varu vody pii tlaku 3 x 10°Pa, je-li latentni teplo vypafovani 40,7
kJ/mol.

Reseni: Pii tlaku 1 x 10°Pa vie voda pii teploté 373 K, atmosféricky tlak pfi varu pfitom
odpovida tlaku syté pary za teploty varu. Tuto teplotu miizeme vyjadrit z Clausiovy -

Clapeyronovy rovnice ve tvaru (16.51]) jako

1 1 R D2
16.54 — =— — —In—,
( ) T T L p
z ¢ehoz dosazenim dostaneme T, = 407 K.

Smisenim vody HsO, amoniaku NHj a chlorovodiku HCl vznikne smés téchto latek a
navic chlorid amonny NH4Cl. Jaky je pocet parametrii, kterymi mizeme jednoznacné
specifikovat termodynamicky stav takového systému, jsou-li v ném zastoupeny plynné,
kapalna i pevna faze?

Reseni: Dosazenim do Gibbsova fazového pravidla f = n 42 —r, kde f je pocet stupiii
volnosti, n = 4 je pocet latek a r = 3 je pocet fazi, dostavame f = 3.
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12. Aragonit a kalcit jsou dvé krystalické formy CaCOs. Pii pokojové teploté 238 K a pfi

atmosférickém tlaku je Gibbsuv potencidl kalcitu o 1,0 kJ/mol nizsi nez aragonitu a
molarni objem kalcitu je o 2,75 cm?® vétsi nez aragonitu. Za predpokladu, Ze rozdil téchto
molarnich objemti nezavisi na tlaku, odhadnéte, pii jakém tlaku je aragonit stabilnéjsi
formou CaCOs oproti kalcitu za teploty 238 K.

Reseni: Za daného tlaku a teploty je stabilni ta forma, ktera ma nizsi Gibbstv potencial;
pro atmosféricky tlak a 7" = 238 K je to tedy kalcit. Pro jiny tlak vyuzijeme vztahu
dG = —SdT+Vdp s tim, ze dT" = 0 a tedy dG = Vdp. Pro Gibbsiiv potencial kalcitu tedy
muzeme psat G, = G2+f;’0 V.dp a podobné pro aragonit G, = G2+f;’0 V.dp, jejich rozdil je
Ga=Go = GI= GO [ (Vu=Vo)dp = Go= GO+ (Va= Vo) [l dp = GO =GO+ (V= Vo) (p=po),
kde jsme vyuzili nezavislosti rozdilu (V, — V.) na tlaku. Zména v tom, kterd forma je
stabilni, nastane pii tlaku, pro ktery je G, = G, tedy pro p = po + (G° — G%)/(V. — V,),
coz v nasem zjednoduseném modelu odpovida tlaku zhruba 360 MPa.

16.2 Statisticka fyzika

1. Uvazujme dvouhladinovy systém, napt. atom s celkovym momentem hybnosti %h vV mag-

L . , . 1 , . . .
netickém poli. Bazové stavy ozna¢me | 1) = ( 0 ) all)= ( (1) ), prvni z nich oznacuje,

Ze magneticky moment atomu je orientovan v kladném sméru osy z, druhy v zaporném
sméru. Stavy [i1) a |¢s) jsou superpozice stavi | T) | 1) dané jako

1

1) = E|T> \/—|¢>
1

(16.56) |tha) = ﬁ’ ™+ @7| 1.

Ovéite, Ze nize uvedené matice hustoty p; az ps popisuji ¢isty stav a pritadte jim ptislusné

stavy mezi [ 1), [ 1), [¢1) a [¢2):
s m=(1 1) m=(0)
(1) (1)

Reseni: p1 = [¢1) (W1, p2 = [ L)L ], ps = | D], pa = [1h2) (]

Rozhodnéte, které z uvedenych matic mohou byt maticemi hustoty néjakého kvantového
stavu:

(16.55)

DD | =
DD [

NN
JIES

N =

1 2t 0 100
p=1 -2 -1 =1 |, po=1| 00 0 |,
0o -1 1 0 00
0,4 0,1 O 0,3 0 0,1
ps=1 0,2 0,5 0,3t |, ps= 0 0,3 0 ,
0 0,1z 0,1 —-0.1z 0 0,4

(05 0,5i (06 0
Pp=\ —0,5 05 ) P~ 0o o07)
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Reseni: Matice p; ma na diagonéle zépornou hodnotu, ps; neni hermitovska, u pg dava
soucet diagonalnich prvki ¢islo vétsi nez jedna—tyto matice tedy nemohou byt maticemi
hustoty. U zbyvajicich, které prosly timto sitem, musime jesté ovérit, ze vSechny jejich
vlastni hodnoty jsou v intervalu mezi nulou a jednickou. Protoze tyto pozadavky spliuji,
mohou byt maticemi hustoty.

3. Které z uvedenych matic hustoty odpovidaji ¢istym a které smisenym stavim?

2
p1 = < 0
(0,5 0,5 (0,5 0,
2=\ 0,5 05 Pr=\ 0,1 o

Reseni: Podle pravidla, ze u ¢istého stavu musi platit p> = p zjistime, Ze Cisté stavy
popisuji matice hustoty ps a ps.

wi— O
N——

RS

N

I
— o PN
S =

0,
0

Y

4. Uvazujme stavy p;, p2 a p3 z ulohy . Cemu se budou v téchto stavech rovnat stfedni
hodnoty Pauliho operatort (o,) a (0,)? (Jsou to nékteré z hodnot 0, 1/3 a 1, pfifadte
spravné hodnoty jednotlivim staviim a operatorim.)

ResSeni: Vyjdeme z definice Pauliho operatorti o, = ? (1) ), 0, = ( (1) _01 ) a 7€

vztahu pro vypocet stfedni hodnoty operatoru (A) =Tr(Ap), takze dostaneme (0,); = 0,
<Uz>2 = 07 <Uz>3 = 17 <UZ>1 = 1/37 <Uz>2 = 17 <0z>3 =0.

5. Matice hustoty p, az pg popisuji urc¢ité spinové stavy elektronu. Urcete, které stavy jsou
Cisté a které smisené a najdéte stfedni hodnotu z-ové slozky momentu hybnosti, pokud

2\ 0 -1

(30 _1/16 12
pa— O % ) pb_25 12 9 )
_ L3 _
pc_4 i 1 y  Pd = .

Reseni: Vypoctem zjistime, Ze pouze pro p, plati, Ze p? = py a je to tedy jediny isty stav,
ostatni jsou smiSené. Vyjdeme-li ze vztahu (S) =TrSp, dostaneme (S), =0, (S), = =2,
() = 3b'a (5) = —1L.

N 1 0
vite, ze prislusny operator je S = h G, =" ( )

ORI
o O

6. Necht A, B, C' oznacuji matice a necht a a b jsou komplexni ¢isla. Ktera z uvedenych
tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Tr (AB) = Tr (BA).

(b) Je-li A hermitovska, pak Tr A > 0.

(c) Tr (CBA) = Tr (ABC).

(d) Tr (aA+bB)=a Tr A+ bIr B.
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Reseni: Pravdiva jsou tvrzeni a zbyvajici jsou nepravdiva. Hermitovska matice
nemusi mit pozitivni stopu a stopa je invariantni pouze vici cyklické zaméné matic, ne
vidi jakékoliv jejich permutaci. P¥ikladem mohou byt Pauliho matice: Tr (0,0,0.) = 2i,
kdezto Tr (0,0,40,) = —2i.

Ktery z nasledujicich vztahi popisuje spravné casovy vyvoj matice hustoty systému s
hamiltonianem H?

Reseni: Spravna odpoved je .

Najdéte fazové trajektorie jednorozmérného pohybu télesa o hmotnosti m v homogennim
tithovém poli. Ovéfte pro element fazového objemu dxdp platnost Liovilleovy véty.

Reseni: Z pohybovych rovnic v homogennim tihovém poli plyne, Ze pocatecéni stav s
fazovymi souradnicemi xg a py se za cas t vyvine do stavu z, p, kde

1

(16.58) r = xo+@t—§gt2,
m

(16.59) p = po—mgt,

kde ¢ je tihové zrychleni a m hmotnost ¢astice. Vyjadienim c¢asu z rovnice (16.59)) ¢ =
(p — po)/(myg) a dosazenim do ([16.58)) dostaneme rovnici fazové trajektorii

pg — p?

2m2g

(16.60) T =0+

Y

coZ je parabola. Uvazujeme-li poc¢atecni element fazového prostoru s krajnimi body (g, po),
(20, po +dp), (xo+dx,po) a (xo + dx,po+ dp), vyvine se po ¢ase t do elementu s krajnimi
body (zo+2t—21gt2, po—mgt), (xo+2E2t —1gt2 py+dp—mgt), (vo+dx+2t—1gt? po—
mgt)a (zo + dz + %dpt — 29t%,po + dp — mgt). Fézovy objem tohoto elementu je opét
dxdp (je vhodné nakreslit si obrézek s takovymto tvarem, pro moznou ilustraci viz obr.
, tedy stejny jako na pocatku a Liouvilleova véta plati. Platnost Liouvilleovy véty
muZzeme ovérit také vypoctem jakobidnu transformace dané rovnicemi ((16.58]) a ((16.59)).
Pro novy fazovy objem totiz plati da’dp’ = |J|dxdp, kde jakobian je

Ow.p) _ | o5 o ' 1 -
16.61 J=—"—"<=| 9 v | = mo| = 1.
( ) 0($0,p0) —88:; —52; 0 1

Protoze J = 1, je dx'dp’ = dxdp. Ackoliv element fiazového prostoru béhem casu méni
svilj tvar, jeho objem se zachovava.

Najdéte fazové trajektorie a urcete ¢asovou zménu fazového objemu dxdp pro jednoroz-
mérny pohyb Céastice, na niz ptisobi odporova sila tmérna rychlosti, F' = —vyv.
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[0 s 0 5 10

Obréazek 16.4: Fazové trajektorie a vyvoj elementu fdzového objemu pro ¢astici v homogennim
tthovém poli. Pro jednoduchost uvazujeme bezrozmérnou polohu z a hybnost p a pokladame
m=1lag=1.

10.

Reseni: Z pohybové rovnice pro hybnost

(16.62) p=—"p
m

plyne ¢asova zavislost pro p ve tvaru

(16.63) p=poe mt.

Pro ¢asovou zménu polohy dostavame rovnici

(16.64) p=L Pt
m m
jejiz teseni je
(16.65) v=xo+ 2 (1 - e*%t) .
v

Kdy?Z z rovnice (16.63) vyjadiime e m! = p a dosadime do ((16.65), mame vztah pro

trajektorii ve fazovém prostoru

(16.66) w=xo— 0
v

coz znamend, ze fazové trajektorie jsou piimky. Jakobidn pro transformace (16.63]) a

(16.65) je

_a
= € mt’

(16.67) J =

O(xp) ‘8—9” &|:‘1 3

%xo 3590 N
a(l‘o,po) ﬁ 8_;2) 0 €7Et

takze fazovy objem se exponencialné zmensuje s casem da'dp’ = |J|dwvdp = exp(—--t)dxdp.
Tento vyvoj je znazornén na obrazku [16.5]

Najdéte fazové trajektorie a urcete Casovou zménu fazového objemu dxdp pro linearni
harmonicky oscilator a pro oscilator v odporovém prostiedi s tfeci silou imérnou rychlosti.
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Obréazek 16.5: Fazové trajektorie a vyvoj elementti fazového objemu pro castici ve viskdznim
odporovém prostiedi. Pro jednoduchost opét uvazujeme bezrozmérnou polohu z a hybnost p
a poklddame m = 1 a v = 1. Protoze se jednd o nekonzervativni systém, neplati tvrzeni
Liouvilleovy véty a objem elementu fazového prostoru se nezachovava—fazova kapalina s ¢asem
zvysuje hustotu.

Reseni: Pohybové rovnice pro harmonicky oscilator bez tieni jsou

(16.68) i = L
m
(16.69) p = —mwiz,

jejichz Teseni pri pocatecni podmince pro t = 0, x = g, p = po je

(16.70) r = xgcoswt+ 0 gin wt,
mw
(16.71) p = —zomwsinwt + pocoswt.

Tyto rovnice popisuji ve fazovém prostoru elipsu; pii vylouceni ¢asu je mizeme zapsat ve
tvaru

.1'2 p2

2 2,422 2
2 D
x? + 22)2 mewxy + Py

=1.

(16.72)

Jakobian transformaci (16.70) a (16.71)) je

Oz Oz 1
(16.73) J = | %0 %0 | = cos wt ma SO 2t +sin®wt =1
8—50 a_;i) —mwsinwt  coswt ’

takze fazovy objem ztstava neménny, da’dp’ = |J|dxdp = dzdp. Jak takovy vyvoj vypada
je znazornéno na obrazku [16.6a.

Pro oscilator s odporovou silou imérnou rychlosti F' = —~v plati pohybové rovnice
(16.74) i = £
m

(16.75) p o= —mwr— Lp,
m
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=o
=o

Obréazek 16.6: Fazové trajektorie a vyvoj elementt fazového objemu pro harmonicky oscilator
(a) a oscilator s odporovou silou tmérnou rychlosti (b). Pro jednoduchost opét uvazujeme
bezrozmérnou polohu z a hybnost p a pokladdme m = 1 a w = 1, u tlumeného oscilatoru je
zvoleno v = 0,2. V netlumeném systému se element fazového objemu zachovava, v systému s
tlumenim se zmensuje.

11.

jejichz Teseni pii pocatecni podmince pro t = 0, x = g, p = po je

(16.76) = = zpe om’ (cosdzt+ 2V~ sindt) + 20 ot sin wt,

mw mw
2
(16.77) p = —xge it [ mo + 7—~ sin @t + poe” 7t (cos cZ)sz~ — sind)t) ,
4meo 2mw
kde
- Y2
16.78 = 2 - —
( ) w w 4m2

a predpokladame podkritické tlumeni, v < 2mw. Z téchto rovnic jiz nelze vyloucit para-
metr ¢, rovnice popisuji logaritmickou spiralu, ktera se oviji kolem pocatku a pro rostouci
t se k nému stale tésnéji primyka. Zménu objemového elementu zjistime z jakobianu, ktery
je

By cos Wt + 5= sinwt # sin wt ,
(16.79) J = |e 2m I N V- =e m'
- (mw + m) sinwt  coswt — 5= sinwt
Element fazového prostoru se tedy s ¢asem exponencidlné zmensuje, dz'dp’ = |J|dzdp

= exp (—%t) dxdp, jak je vidét na obrazku .

Uvazujme systém A*, skladajici se ze dvou spinovych podsystémi A a A’, umisténych v
magnetickém poli B. Systém A se sklada ze tii rozlisitelnych castic, kazda s magnetic-
kym momentem o velikosti pg, které se mohou nachazet v jednom ze dvou kvantovych
stavii: | 1) (s magnetickfm momentem 4+, v kladném sméru osy z) a | |) (s magne-
tickfm momentem —pp, v zdporném sméru osy z). Systém A’ je sloZen ze dvou ¢éstic
s magnetickym momentem o velikosti 2 a dvéma moznymi kvantovymi stavy: | 1) (s
magnetickym momentem +2p) a | |) (s magnetickym momentem —2p). Kdyz byly tyto
dva systémy navzajem izolované, méreni ukazala, ze celkovy magneticky moment systému
A byl M = —3p a magneticky moment systému A’ byl M’ = +4p4. Celkova energie E*
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je pak ddna vztahem E* = —(M + M’')B. Podsystémy se pak umistily do vzdjemného
tepelného kontaktu s moznosti vymény energie, az je dosazeno konec¢ného rovnovazného

stavu (kombinovany systém A* je izolovan od vnéjsiho okoli). Za téchto podminek:

(a) Sestavte tabulku se systematickym vy¢tem vSech ptipustnych kvantovych stavi kom-
binovaného systému A*. Tabulka by méla udavat spinovy stav kazdé individualni
¢astice, celkovy magneticky moment M podsystému A, celkovy moment M’ podsys-

tému A’ a celkovy moment M* kombinovaného systému A*.

(b) Spocitejte pravdépodobnosti P(M) toho, Ze celkovy magneticky moment podsys-

tému A nabyva hodnot M.

(c) Vypoctéte stfedni hodnotu M celkového magnetického momentu podsystému A.

Reseni: Protoze celkovy systém je izolovany, musi byt jeho celkovéa energie konstantni
a tim padem se miize nachazet pouze ve stavech s celkovym magnetickfym momentem

M* = M + M’ = ug. Tabulka pfipustnych stavi je tedy

StavA M |StavA M | M*
W) =3pe | [1) 4uo | o
W om0 | ko
) mo | 1T 0| o
M) mo | 1) 0| ko
[ e | D 0| po
[T ko 41 0 | po
[T o 4D 0 | ko

a podsystém A tedy muze nabyvat dvou moznych hodnot M a to —3pup a po. Jejich

pravdépodobnosti jsou
1
=

a stfedni hodnota magnetického momentu podsystému A je

PV = o) = 2

P(M = —3p) 7

—3po  Guo  3po
7 + 7T T

(M) = =3uo x P(M = —3p) + pio x P(M = pp) =

Uvazujte libovolny systém A, coz miize byt jak jediny atom tak i makroskopicky systém.
Tento systém nyni umistime do tepelného kontaktu se systémem A’, s nimz si mize volné
vyménovat energii. Systém A’ se nachdzi ve vnéjsim magnetickém poli B a je sloZen z
N céastic se spinem. Kazda castice ma magneticky moment o velikosti g a mtze byt v
jednom ze dvou kvantovych stavii: | 1) a | ). Pocet N je mnohem vétsi nez je pocet stupiiii
volnosti relativné malého systému A. Kdyz je systém A ve svém zékladnim kvantovém
stavu s energil Ey, n momenti systému A’ mifi vzhiru a zbytek n’ = N —n sméfuje dola,

pfitom n>1an' > 1.

(a) Kdyz je systém A ve svém zdkladnim stavu, najdéte celkovy pocet pfipustnych stavii

kombinovaného systému A + A’.

(b) Nyni pfedpoklddejme, Ze systém A je v n&jakém vzbuzeném stavu [i,) s energii
E, > FEy. Aby zustala zachovéana celkova energie kombinovaného systému A + A’,
musi n + An magnetickych momentt systému A’ mifit vzhiru a n’ — An momenti

mirit doli. Vyjadifete An pomoci rozdilu energii F, — E.
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(c) Pokud je systém A ve stavu [¢,) s energii E,., najdéte celkovy pocet pfipustnych
stavli pro kombinovany systém A + A’.

(d) Necht Py oznacuje pravdépodobnost toho, Ze systém A je v zékladnim stavu (s energii
Ey) a P, je pravdépodobnost stavu |¢,.). Ukazte, ze pokud An < n,n’, pak

P n/ An

A

Py (n> '

(e) S vyuzitim odvozenych vysledki ukazte, ze pravdépodobnost nalezeni systému A ve
stavu |¢,) s energii F, ma tvar

P. = Ce PEr,
kde C' je normovaci konstanta. Vyjadiete 5 pomoci poB a poméru n/n'.

Reseni: Pocet pFipustngch stavii je roven poétu kombinaci n z N, tedy zptisobtl, jakymi
lze vybrat n momentii miticich vzhiru z celkového poc¢tu N magnetickych momenti.
Ten je roven (]X ) = n,Ln',, Pokud An momentd zméni svou orientaci tak, ze prejde do

energeticky nizsiho stavu, poklesne energie systému A’ o 2AnpuyB. Tento pokles energie
systému A’ kompenzuje nartst energie systému A o E, — Ey, takze

_E.—FE

16. A
(16.80) n=—03

Kdyz je nyni systém A ve stavu |1,), bude celkovy pocet piipustnych stavii kombino-
vaného systému roven poctu kombinaci s n + An magnetickymi momenty systému A’
mificimi vzhiry, tedy (" ) = —xor—x. Podil pravdépodobnosti nalezen systému
? n+An (n+An)!(n'—An)!* p p M

A ve stavu s energii E, ku stavu s energii Fj je pak roven podilu po¢ti priznivych kom-

binaci, tedy

i . (n—i—NAn) . n'n/'
Py ™) ~ (n+An)!(n/ — An)!

(16.81)

V tomto podilu vyuzijeme toho, ze An < n a tedy mizeme ptiblizné nahradit (n+1) = n,
(n+2) =~ n,...(n+ An) =~ n, takze

(16.82) nl 1 B 1 1
Y m+An) T (n+1D(n+2)...(n+An) nxnx---xn nAn
a podobné
n'!

1 . '~ 1An
(16.83) (n' — An)! "
takze

PT. n/ A?’L
16.84 — =~ — .
(16:84) m~ (%)

Kdyz podil n’/n vyjadiime jako exp[ln(n’/n)] a vyuzijeme vztahu (16.80)), mame

P, E,—Ey, n
16. — ——In—
(16.85) 2 exp( 2D nn),
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coz odpovida iimeérnosti

(16.86) P, oc e PEr,
kde

1 n
16. = In —
(16.87) B 2B

coz je hledany vztah. VSimnéme si, Ze pokud by prevazoval pocet ¢astic s vyssi energii,
n' > n, odpovidalo by to zaporné hodnoté 5 a tedy zaporné teploté.

13. Jaké je rozdéleni hustoty pravdépodobnosti polohy a hybnosti harmonického oscilatoru
pri teploté T'? Pti odvozeni vyuzijeme souctového vztahu pro Hermiteovy polynomy

tk o —1/2 atoy—at? (22 +4?)
(16.88) ST H@)H(y) = (1-4?) e aE

A~ p? 1 242

jsou

X z2
16.90 n(z) = CoHy | —=— ) e %2,
(16,90 (o) =t (=)
kde

h
16.91 =4/ —
( ) “ 2mw
a

1
(16.92) Cp =

\/ 2”71!0\/%7

je hustota pravdépodobnosti polohy ¢astice v n-tém stavu

16.93 o(z) = C2H2 (i) 5
(16.93) e =
Pti teploté T' se n-ty stav realizuje s pravdépodobnosti
(16.94) P, = (1 — e kﬁBwT> 6_"1@?3“}
a hustota pravdépodobnosti polohy je tedy
(16.95) P(z) = Y Pipu(z)
n=0

W ° nhw 172

(16.96) - (1 - e_k;T> S e i 2R (i) e

hw
1 — ¢ Fs7T 2 = 1 “kgT
(16.97) S ) Y [y By ¢ Cly
o\ 21 n! 2 20
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-
AT
AN
+ n=5
+ ..

P(x)
R kgT =6ho |
0.08¢ - 1
o.o6}
o0.04}
o0.02}
030 o 10
X/C

Obréazek 16.7: Sectenim rozdéleni polohy harmonického oscilatoru v kvantovych stavech n s
vahami odpovidajicimi termalnim pravdépodobnostem dostavame gaussovské rozdéleni polohy
s polositkou danou vztahem ((16.100)).

S vyuzitim souctového vztahu (16.88)) tento vyraz prechazi do tvaru

hw

1 1—e Fs7 22 222
(16.98) P(x) = €~ i exp |— -
_hw
ovV2m 1_ ef’fng 252 <€kBT + 1>
(16.99) - 1 o 2oeown(sfer)

0\/27rcotgh <%>

Pribéh hustoty pravdépodobnosti je tedy gaussovsky (viz obr. |16.7)) s polositkou

(16.100) 5(T) = 0\/cotgh <QZ:T>.

Tvar této funkce je na obr. S vyuzitim limitnich vztahd pro hyperbolicky cotangens
cotghr — 1 pro x — oo a cotghx — 1/x pro x — 0 dostavame pro nizké teploty

(16.101) 6(T)—o pro kpT < hw

a pro vysoké teploty

- 2kpT kT
(16.102) J(T)—Mj\/ v =\

Posledni vyraz odpovida nasemu ocekavani, protoze z ného plyne pro stfedni hodnotu
potencialni energie

pro kg1 > hw.

— 1
(16.103) U= -mw?a*(T) = =kpT,
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0 | 2 3 4 5
T/(hw/kg)

Obrazek 16.8: Zavislost polosiiky & rozdéleni polohy harmonického oscilatoru na teploté T'; &
je tu udano v jednotkach polositky vakuového stavu o = y/h/(2mw). Carkovana ¢ara odpovida

klasickému vztahu ((16.102)).

tedy klasickd hodnota pro potencialni energii harmonického oscilatoru.

Podobnym zpiisobem najdeme i rozdéleni hybnosti. Vlnové funkce v hybnostni reprezen-
taci maji tvar

5 B D) 0252
(16.104) Un(p) = C,H, (fh"p ) o
kde
(16.105) SR

2rnlhy/ 21 -
Sec¢tenim hustot pravdépodobnosti pies vSechny vlastni stavy hamiltonianu podobné jako

v predchozim pripadé dostaneme pro termalni stav

252p2

20_ €_h2cotgh( hw )

2kpT )
h\/27rcotgh (%)

Opét se tedy jednd o gaussovské rozdéleni, tentokrat s polositkou
h hw
16.107 Ap = — tgh
( ) P= % \/CO & (2k;BT>

(16109 (e ()

Pro nizké teploty, kpT < hw dostavame Ap ~ \/hmw/2, tedy polositku vakuového stavu,
kdezto pro vysoké teploty mame

(16.109) Ap ~ /mksT.

U posledniho vztahu je dilezité, ze nezavisi na frekvenci harmonického oscilatoru. Je to

také vysledek, ktery ocekdvame: stfedni hodnota kinetické energie je 5-Ap?® ~ kT, coz

je visledek klasické fyziky. "

(16.106) P(p) =
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14. Umistime-li ¢astici se spinem 1/2 do magnetického pole B, rozstépi se jeji energeticka

15.

hladina na dvé: —uB a +uB, kde p je velikost magnetického momentu c¢astice. Predpo-
kladejme systém tvoreny N takovymito rozlisitelnymi ¢asticemi v poli B pii teploté T
Urcete pro takovy systém

Statistickou sumu,

(a
(b

)
) stfedni energii,
c) celkovy magneticky moment,
)
)

(
d

(e) entropii.

tepelnou kapacitu,

U jednotlivych veli¢in nacrtnéte jejich zéavislost na 5(= 1/kgT) a na teploté 7.

Reseni
(16.110) Z 2 cosh(BuB)",
(16.111) E = —NuB tgh(BuB),
(16.112) M = Nptgh(BuB),
_ (BuB)?
(16.113) Cv = Nkp—-3 5B
(16.114) S = Nkg[n(2cosh(SuB)) — fuB tgh(BuB)].

Uvazujme kvantovy linearni harmonicky oscilator s frekvenci w, ktery je v tepelném kon-
taktu s tepelnym rezervoarem o teploté 7. Urcete pro tento systém

Statistickou sumu,

b
(c

(d) entropii.

(a
(b) stfedni hodnotu energie,
tepelnou kapacitu,

)
)
)
)

U jednotlivych veli¢in nacrtnéte jejich zavislost na S a na teploté T'. Pro tepelnou kapacitu
najdéte asymptoticky pribéh pro vysoké a velmi nizké teploty, tedy 7' > hw/kp a T <
hw/kg.

Regeni: Pro E,, = hw (n + 3):

-1
(16.115) 7 = (%nm@) ,
(16.116) E = %cotgh@,

2
(16.117) Cy = kg (BTM) sinh257hw

(16.118) S = kln (2 sinh BTM) - kBﬁTmcotghﬁThw
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pro E, = nhw:
(16.119) Z = (1—e )
— hw

Vypoctéte stiedni hodnotu energie a tepelnou kapacitu klasického linearniho harmonic-
kého oscilatoru (uvazujme tedy spojité energetické spektrum).

Reseni:
(16.121) E = kgT
(16.122) Cy = kg.

Najdéte stfedni energii ¢astice o hmotnosti m v tfirozmérné nekonecné hluboké potenci-
alové jamé o hrané délky L. Soustava je v tepelném kontaktu s rezervoaremo teploté 7'
Protoze by bylo velice obtizné fesit tuto tlohu obecné, uvazujte pouze extrémni pripad—
vysokou teplotu, kdy se energetické spektrum jevi jako spojité. Co zde znamena pojem
,vysoka“ teplota?

Reseni:
— 3
(16.123) E = §kBT
3
(16.124) Cy = 5193,
h272
16.12 T .

Najdéte stiedni hodnotu energie a volné energie pro kvantovy rotator s volnou osou
rotace a s momentem setrvacnosti /. Uvazujte situaci za vysokych teplot. Vyslednou
energii srovnejte s hodnotou podle klasické mechaniky. Pozn.: energie rotujiciho téliska s
momentem hybnosti o velikosti L je E = L?/(2I), moment hybnosti je kvantovan podle
vztahu L? = R%[(1 + 1) a p¥islusny stupeil degenerace (pofet moZnych priiméti momentu
hybnosti do osy z) je g = 2l + 1. V klasické mechanice je rotacni energie ddna vztahem

2
(16.126) pPi Vo
21 2Isin*0
Reseni:
2kpT
(16.128) E = kgT
2kpT
(16.129) F = —kgTlhh ==,

h2
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